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和 理论 ,第 三 章 介绍 了 周期 基 揪 值 小 波 的 构造 方法 和 相关 性 质 ， 
最 后 一 童 介绍 了 周期 氢 小 被 用 于 求解 一 维 周期 积分 方程 的 快速 算法 . 本 书 
具有 基本 的 函数 论 基础 就 可 以 阅读 ,不 及 的 内 容 基本 上 自封 闭 . 
作为 希 训 学 习 和 了 解 周 期 小 被 理论 及 其 应 用 的 研究 生 教材 ,也 
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本 书 的 作者 是 三 位 年 轻 数学 家 ,他 们 以 前 都 曾 是 中 国 科 学 院 
数学 研究 上 所 小 波 分 析 讨 论 班 的 博士 研究 生 , 对 这 个 领域 的 研究 工 
TE LC BEAR. 

由 于 在 自然 界 中 有 许多 现象 具有 周期 性 ,因此 在 理论 研究 及 
应 用 中 经 常 遇 到 周期 函数 类 ,归结 成 数学 物理 中 的 问题 后 ,许多 都 
涉及 对 周期 函数 的 逼近 问题 .由 于 许多 函数 空间 中 的 函数 都 可 以 
FARR IE [2] 及 [3j) ,大 们 自然 要 问 : 对 于 局 期 函数 
Ж, ГЫ AE АЛАЛЫ ЖОНОТ? 这 “合适 ?二 字 是 指 具 有 
各 种 性 能 的 小 波 , 而 不 是 由 简单 的 全 加 现成 的 直线 上 的 小 波 构 成 
(具体 可 参见 [1] 的 第 二 章 及 第 四 章 的 内 容 ). 

我 们 知道 ,许多 函数 空间 中 的 函数 是 可 以 用 样 条 函数 空间 去 
站 近 的 ,把 样 条 范 数 的 节点 细 分 后 ,在 其 上 构成 的 样 条 栈 数 空间 自 
然 地 形成 子 空间 ,一 个 套 在 另 一 个 里 面 , 形 成 子 空间 序列 .但 是 局 
期 样 条 函数 类 如 何 正 交 化 ,在 当时 是 不 清楚 的 . 样 条 隐 数 虽然 有 许 
多 优秀 的 特点 ,但 是 如 果 正 交 化 问题 不 解决 ,就 很 难 构 成 具有 正 交 
多 尺度 分 析 意 义 下 的 函数 空间 序列 .正在 这 个 时 候 , 肉 锦 泰 教授 从 
美国 来 华 讲学 ,他 介绍 了 在 J A T(1988) 中 一 篇 关于 周期 样 条 正 
交 化 的 文章 ( 即 [44]) ,我 受到 启发 后 ,于 1993 年 一 月 完成 了 一 篇 
文章 ,题目 是 ; 周期 样 条 小 波 的 构造 ”", 由 于 基 的 构造 十 分 重要 ,所 
以 我 又 继续 用 各 种 不 同 的 样 条 图 数 构 造 了 各 种 周期 的 及 其 反 周 期 
的 小 波 {( 兄 [1 第 一 章 及 [7],[8],.[9],[101) ,这 些 工 作 带动 了 国内 
一 些 数学 工作 者 在 这 方面 的 研究 .在 这 个 基础 上 ,我 们 用 周期 拟 小 
波 求 解 积分 方程 获得 成 功 ( 见 [29],[35] 和 {11) ,得 到 了 在 刚性 抱 
阵 给 定 的 条 件 下 ,复杂 度 为 O(N) 的 结果 .为 什么 会 获得 这 么 好 
的 结果 呢 ? 主要 是 用 了 周期 拟 小 波 的 双 尺 度 方程 只 会 两 项 以 及 样 


1 


条 正 交 化 技巧 的 特点 ,又 结合 多 尺度 策略 ( 见 本 书 第 四 章 ) 而 得 出 
的 .这 是 我 们 讨论 班 一 个 方面 的 工作 . 

第 二 方面 ,如 何 构 造 完美 的 小 波 ? 这 “完美 "二 字 的 含义 是 攀 
造 出 的 小 波 要 具有 尽 可 能 多 的 在 实际 运用 中 需要 的 性 能 ,例如 双 
正 交 性 .对 称 性 ,. 实 信 .任意 指定 的 光滑 度 . 播 值 性 .明确 的 解析 表 
达 式 及 局 部 性 等 .要 构造 这 样 的 小 波 本 身 不 容易 ,但 是 更 芽 难 的 是 
验证 它 具 有 这 些 性 质 ,特别 是 局 部 性 的 证 明 是 件 十 分 困难 的 事 (可 
见 [24],[25],[26]). 这 些 都 反映 在 [1] 中 了 . 

以 上 介绍 的 仅仅 是 从 1992 一 1999 期 间 的 工作 情况 .111] 虽 然 
反映 了 本 组 在 周期 小 波及 周期 拟 小 波 的 研究 情况 ,但 是 从 周期 多 
尺度 分 析 讲 ,国际 上 的 一 些 有 关 理论 的 发 展 情况 还 没有 反映 进来 ， 
和 曾 且 [1] 是 在 国际 上 发 表 的 ,价格 昂贵 ,许多 读者 都 无 力 购买 ,因此 
有 这 本 介绍 周期 小 波 的 书 , 旦 用 中 文书 写 ,就 十 分 必要 了 . 

本 书 的 第 一 章 大 部 分 篇 幅 介 绍 了 周期 晒 数 的 多 开 度 分 析 的 理 
论 ,部 分 引 自 新 加 坡 数学 家 S L Lee 等 人 的 工作 ( 见 [11]) , 另 一 部 
分 引 自 本 组 成 员 的 工作 . 

第 二 章 主要 是 美国 数学 家 Narcewitch ЖП J. Ward ФЕС 
[12]) ,主要 介绍 了 在 局 期 小 波 方 面 的 一 个 重要 的 组 成 部 分 :周期 
正 交 平移 不 变 子 空间 及 其 相应 小 波 的 构造 . 

第 三 章 和 第 四 章 的 内 容 都 是 本 组 的 工作 ,也 可 抑 [1], 主 要 介 
绍 了 周期 基 插 值 小 波 的 构造 及 其 性 质 以 及 周期 拟 小 波 的 积分 方程 
快速 算法 . 

略 嫌 不 足 的 是 ,本 组 第 一 方面 的 工作 ( 见 [1] 第 二 章 ) 即 各 种 阅 
期 拟 小 波 的 构造 没有 完全 反映 到 本 书 中 来 ,只 有 一 小 节 ( 即 第 四 章 
的 第 二 小 节 ) 写 了 一 点 ,但 这 不 能 反映 出 本 组 在 这 方面 的 全 貌 . 不 
管 怎样 ,本 书 对 有 兴趣 研究 周期 小 波 的 人 都 是 一 本 很 好 的 读物 . М, 
是 具有 初步 泛 函 分 析 及 初步 调和 分 析 知 识 的 人 都 可 以 读 懂 本 书 . 

希望 通过 本 书 的 出 版 ,能 有 更 多 的 读者 对 周期 小 波 感 兴趣 ,能 


注 ;本 组 是 指 中 国 科学 院 数学 研究 所 小 波 分 析 研 究 小 组 . 
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有 更 多 的 人 投 人 研究 ,发 展 与 这 个 领域 有 关 的 理论 及 其 应 用 ,有 更 
多 新 的 成 果 出 现 . 


中 国 科学 院 数 学 研究 所 
Be Sr Ж 
2002 年 9 月 5 日 
写 于 北京 中 关 村 
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第 一 章 ”周期 小 波 理论 


本 章 将 致力 于 周期 小 波 理论 的 讨论 . 因为 直线 上 的 小 波 早 于 
周期 小 流出 现 ,所 以 直线 上 小 波 的 某 些 基本 知识 在 本 书 中 被 假定 
已 知 .本 章 相关 定义 和 定理 可 参考 [1],[10],[14] 和 [15], 不 再 一 
一 注 明 . 


81.1 一 些 必要 知识 


讨论 周期 小 波 ,需要 用 到 Fourier 分 析 的 一 些 相 关 知 识 .为 此 ， 
我 们 在 本 节 列 出 整 本 书 所 用 到 的 基本 内 容 . 
我 们 考虑 周期 为 1 的 函数 空间 , 即 


LG.) := 10) Az) = f(z +), 1 fla)? <+ el. 

对 f(z),g(zx)EL2([0,1]), 内 积 (f,g) 定 义 为 

(fa) := | f(z) g (z)az, 
下 的 Fourier 变换 是 

Оп) := |, fajde (a € 2) 

及 逆 Fourier 变换 和 Parseval 公式 是 

f(z)= DP Qan erm, 

(fg) = uf (arn) Elan), 


这 里 Z 表示 所 有 整数 所 组 成 的 集合 . 
我 们 也 将 用 到 有 限 Fourier 变换 . WE a 1, 是 一 个 周期 为 MM 
的 序列 ,那么 {asli 的 Fourier (ЕТ) {azta WŚ DFTCIDFT) 
. 1 a 


分 别 为 


C ink 

DFT ag -二 Dae M Й 
і=0 
1 МЧ. йш 

IDFT:a, := = еМ, 

{ Mo Ë 
有 限 的 Parseval 等 式 为 
M-1 M-1 


яо а ВР M 的 序列 . 
$1.2 周期 多 尺度 分 析 的 定义 及 它 的 初等 性 质 


构造 周期 小 波 的 方法 是 周期 多 天 度 分 析 { 人 简称 PMRA). 与 直 
线 上 的 多 尺度 分 析 一 样 ,伸缩 与 平移 仍然 是 我 们 讨论 的 PMRA 中 
的 两 个 重要 运算 ,但 是 它们 的 作用 与 形式 是 不 同 于 直线 上 的 . 


1.2.1 PMRA 的 定义 


定义 1.2.1.1 设 {Viljez, 是 L2([0,1]) 一 列 闭 子 空间 . 称 
它 为 L2([0,1]) 的 一 个 多 尺度 分 析 (PMRA), 如 果 下 列 条 件 满 
足 : 

(1) УСУ; , 1,362. (单调 性 ); 

(ú) U V; =L (0,1 六 稠密 性 ); 


е2, 


Gü ЯНЕ g(a ev, Bs a уун 
基 . 其 中 Z. = 10,1, 1, ШЕЛ |4; (а) ег, 称 为 PMRA 
[Vbjez. 的 尺度 函数 序列 . 

注 记 1.2.1.1 

1. 这 里 与 直线 上 不 同 ,我 们 不 能 指望 不 同 V, 的 生成 函数 为 
同一 个 函数 的 不 同 伸缩 


. 2 * 


2. ME PNRA 的 定义 中 ,我 人 要求 | [= - £) k =0,: ТЕ 


为 V; 的 基 , 而 不 是 明显 提出 Riesz 基 的 要 求 ,这 是 因为 有 限 维 空间 
3. PMRA 定义 中 的 条 件 ( 和 十) 可 加 强 为 


EESE VE | ¢, 2- 5) 
的 一 标准 正 交 基 .因此 我 们 有 

定义 1.2.1.2 ”如 果 L2([0,1]) 的 闭 子 空间 列 1 V;l ez 满足 
定义 1.2.1.1 FHS fF (i), (i) FI E E A FF Gi)" ,那么 我 们 称 
|V, byez, 为 [2([0,1]) 的 一 正 交 周期 多 尺度 分 析 ( 简 称 OPMRA). 


1.2.2 PMRA 的 初等 性 质 


性 质 1.2.2.1 在 一 个 PMRA| V; Lez, 中， V; 是 2- 记 平移 不 
变 的 . 
证 明 明显 地 ， 


{= 0, "Y 1|3 v, 


2-1 
V; = | (z) fe) = 之 Saat (x - £), la -0 Є Pl. 
因此 , WEZ RITE 
2 


dxf) 57 
1 $ 2-1-1 ç A. 
= De (z+ -| 


2-1 $ _ 2; 2-1-1 ç 
«Senet eG) Sorte 3) 
2 sat 


-i 


~ s 
= a 12-5), 
其 中 | с; Р 2 FEP. 所 以 f(x + 2-4) Vj. Ж Vi 是 2 记 平 移 不 变 
"+" 


的 .证 毕 . 

在 频 域 上 , У, A TEER: 

性 质 1.2.2.2 在 一 个 PMRA| Vljez F, V; 的 Fourier 变换 
为 


2-1 


= |}(ия)„ез\/Є V, Л (2an) сь F$ (arn), 


#=0 
{сь 2-1 Є P| H 


ЖР oj =. 
这 个 性 质 的 证 明 是 容易 的 ,我 们 省 略 它 . 
注 记 1.2.2.1 н # (cE Vi 和 性 质 1.2.2.2 知 ,存在 
аа EP BENE, 
$, (2xn) = > йз, Ле $. (2ки) 
= mn (nn) lrn), (1.2.1) 
其 中 


Imala) jez, = | > d; 26 one |, jez, 
相当 于 直线 上 МВА 中 的 滤波 函数 .只 {是 现在 这 种 情形 的 滤波 函数 
不 是 一 个 ,而 是 一 族 .对 固定 的 j7, ry}, 为 2 到 周 期 序列 ， 
公式 (1.2.1) 正 是 定义 1.2.1.1 PAG) ESRF ii) RATE FAI 
断 的 一 个 准则 . 

对 一 个 PMRAÍ V; jez, ;我们 可 得 [2([0,1]) 的 如 下 值 和 分 
解 . 记 W, A V, 在 У, PREZI, ЯА 
Vi = v, © w, = У;-1 W- @ W, 
== V, @ WoO © Wj. 
因此 由 定义 1.2.1.1 ФИС), 
L2([0,1]) = vO 2:9 W,. (1.2.2) 


如 果 存在 函数 劣 (z)E w AB (26) |10,0 10 W, 


的 一 个 基 , 那 么 我 们 有 
性 质 1.2.2.3 在 一 个 PMRA| Vv; jez, 中, 如果 


k 2-1 
|6(=->) 
为 W; 的 一 个 基 , 则 
{fo(x).to( 2-4) .45(2- 5) 
构成 [2([0,1]) 的 一 个 基 . 
证 明 由 (1.2.2) 知 ,ZL2(10,1]) 的 任 一 元 均 可 由 函数 族 
(2-1) (6) ред, = 0-2-1 
REEN , WI X Pk PAR ETO ЛЕ DAM. TEE. 
id 1.2.2.2 
1. 性 质 1.2.2.3 中 的 函数 族 | 上 ;ez RAR. ЗИП 
在 后 面 第 五 节 和 第 六 节 中 分 别 用 两 种 方法 将 表明 [yy(x)ljez, 的 存 
在 和 构造 . 


2. ПЖ PMRA 为 OPMRA, 则 性 质 1.2.2.3 中 的 函数 族 为 
IL2([0,1]) 的 一 个 标准 正 交 基 . 


k=0 


j Є Zk = 0, 2 — | 


81.3 РМВА 中 条 件 的 判定 


由 定义 1.2.1.1 FFF HH, PMRA 的 一 般 构造 程序 是 先 给 出 
L2([0,1]) 的 一 个 闭 子 空间 增加 族 | Vl; ez ,其 中 Vi 是 2 这 平移 
不 变 的 .然后 在 力图 使 它们 满足 定义 1.2.1.1 中 的 条 件 (让) 和 (党 ). 
本 节 就 讨论 条 件 ( 加 和 条 件 (ii) 的 判定 准 贴 . 


1.3.1 部 数 平移 的 线性 无 关 性 


. у". 
BR jEZ, 4E LOD RA |4 (a) ннан 


$ 


关 呢 ? Atk, RITE EA hin МЯ: 
{ 


аА [YY bye 
Е 1.3.1.1 яо, =((4,( ABA A 
2х2 SPE BA Ф, RA TIER: 
(а) Ф, 是 一 Hermite REEF; 
(b) Ф, 是 一 循环 矩阵 ; 
(с) Ф, 是 半 正 定 的 ; 
(d) Ф, 的 行列 式 det Ф, 满足 O<det Ф || 4, 12 HARARE 
i 
якан 18(2-5)| ”线性 相关 ;上 界 达 到 当 且 仅 当 


Ë 2-1 _ 
ЛЕЕ ЛИКЕ TE. HM, do, = 工 当 且 仅 当 


2-1 
(25) EEX. 

注 记 1.3.1.1 ЖА = (а, ;). MFR A= A* ДЖА 3 
Hermite 年 阵 ;如 果 а; = а; u - 1 ДК A 为 循环 阵 . 这 里 * 表示 共 
eee. 

证 明 ОШ: O, BUS Е1тЖ / 列 处 元 素 为 (DB)i,4. 那 么 

k l 
өре (fhi 2) 


2792) 


4 pi 
| 

0 1- 
= (Ф;) 1-1. 


因此 (a) 和 (b) 成 立 . 
(c) 对 任意 周期 为 2 的 复 值 序列 a= falk), 


aa" = Si (Sosi) al- 


= (> TOLA -$). TOLA = 5)) 
21 
= 1 > 0091-3) 1220 
因此 ,和 半 正定 . 
(d) 这 条 结论 对 循环 矩阵 来 说 是 共有 的 性 质 , 参 见 文献 [54] .证 
毕 . 
4 


у, = | fall f(z) € 12010,1]), 


27-1 
Sa) = Уа (юв). 
ЖР a(R) е 27 局 期 的 序列 . 则 V, 在 频 域 上 的 表示 为 
V; = (fr) f(r) € L2([0,1]) Охи) = (и), (Олт), 
2 


这 里 m; (n) = SJ a(t). 


РЕ 
定义 映射 ШЕ: 
下 = 1} ج‎ V; 


YA 


= jalk}},—> 2 (4z 一 £), 


0 


则 地 是 一 个 线性 算 子 ,其 中 |a 12 = 中 | 上 


定理 1.3.1.1 下 列 六 个 条 件 相互 等 价 ， 
(i) | (2-4) |e=0,--,2"- | 是 一 个 线性 无 关系 
Cii) det Ф, >o, 
(ш) Ф, 的 特征 值 A, (Ë =0,--: ,2i _ 1) >0; 
| 2-1 . I y 
ЭСЕЛЕ) >0; 
(v) > |#,(2х(# + 2/p)) |? > 0; 
(vi) т 是 一 个 同 构 算 子 . 
证 明 (i) ii) хл АДИЙ 1.3.1.1 的 (dd) 得 到 . 
(iii). HF Ф, KIER, ATLA Vk =0,---,2) – 1, 0,220. Ak 
27-1 | 
由 det & = || a, 1, Gi) SG) EH. 
于 一 站 
(ii) (iv). HERD) Ф, 为 循环 矩阵 ,所 以 由 文献 [54] 知 ,对 = 


* 2-1, 


PAG Citi) 4 (iv) 07. 


(iv)}(v). ЕН Parseval 公式 知 ,对 /=0,…,2 一 1， 
27-1 l ы 
Sisal- ze 


= 3 КУ? (arn) $, (отт) а" в, 


{=0 2€Z 


= У | Оля) Ў, -(k-n)! 


2-1 
= 2, У |$ Orle + p2é)) |? 3 (ee Dy 


Z B= 


=2 2 |#,(2х(+ р27)) |2. (1.3.1) 

公式 (1.3:0) 表 明 (iw SER. 
(veo vi). AIA 2 的 序列 a= fale), 
_ юва А 

10а) = OLE al 

所 以 
lIla) l? =(Ь(а)(-),(а)(-.)) 
= У! |564) (2ля) |? 
nez 


= Z leh Cm 


Eb aes 


31 | a(h)8 alk + 22р)) |? 
pez 


late) |? > |Â (nlk + 2/р))|?. (1.3.2) 
要 证 ГЕНИН AONE ЖК A, B 使 得 
MER a= Wi 1, 


АЎ [а(2) |? < || F(a) 5) [а(2)12. (1.3.3) 
由 离散 的 Parsee FRAN, 


5i alk) |? = 15: late) 2. 
所 以 由 (1.3.2) 和 (1 3.3) 知 ,内 需 证 


2-1 
А У la(e)|? 
k=0 


2-1 
<> ас 53 16 0ке + 2%))|° 


& 


L 


=н al (1.3.4) 
即 可 .明显 地 ,(1. 3 DERFETA: 
0< > |#,(2х(# + 2р))|#<+ oo, k= 0,---,27 1. 
因此 ， QEDER. 证 毕 . 
推论 1.3.1.1 下列 条 件 相互 等 价 ， 
2-1 
G) ds (а) 是 一 标准 正 交 系 ; 
(ii) Ф, 是 一 个 单位 阵 ; 
(ш) Ф, 的 特征 值 为 1; 
2-1 
2o.. n ву, 
(iv) 对 天 = 0, ‚2 СІ ae 一 1; 
(v) MR = 0,--,2/- 1, >) |$ (2n(4 2/р))|? = 27 ; 
ŁEZ 
(vi) L 是 一 个 等 距 算 子 . 
ШЕН (песа) еш). 
GDS). H Ф, 的 特征 值 为 
2-1 
А { - 
А = Sisal- a)" 
立即 得 到 . 
(і) (у). HEM 1.3.1.1 Five) HUERTA, 
др 12 1 2-1 LY ы 
У 1# охь + ро)? = Pia 2} 
因此 (ivy 和 (w) 等 价 
(v)S (vi). 同样 由 定理 |， 3.1. .1 的 证 明 过 程 知 ， 


| le) 1? = 3 lak) |? > | $C2rCk + p24))|?. 
ki pez 


因此 根据 离散 的 Parseval 等 式 知 ， 
Ya. Н 
l(a) ll? = 27 У) | a(R) 127 18,027 + 20а) |°. 
k=0 ñ РЄ 7 
(1.3.5) 


公式 (1.3.5) 表 明 (v) 与 (vi) 等 价 .证 毕 . 
对 于 给 定 尺度 荡 数 序列 为 {和 ijez, 的 PMRA| V; lez, ,我 们 可 


КРАЕН ег, 使 定义 1.2.1.2 中 的 (省 ) “成 立 ,如 下 
命题 所 示 : 
命题 1.3.1.2 |V ijz, 是 一 个 PMRA, 轴 EV 使 


&(«- £) =0,,2/- اا‎ V; 的 基 , We $ € V, ЇЙ 


le; Leon 0. 
证 明 因为 | 4 fe alae .一 1 为 一 线性 无 关系 ,所 
以 由 定理 1.3.1.1 知 ,YR=0,…,2 一 1， 
N [$ rtk + p2’))|* > 0. (1.3.6) 
ГА 
定义 #7 MF: 
# (Arn) = rp， 
XB y(n) = (2 | #;G=(n + 92/9)? ) 2 ‚п € Z. 公式 (1.3.6) 
表明 ;(n) 是 有 定义 的 . 注意 到 
У) [Ф (Оля) |? = У) | 82mm) |2150) 1° 
n€ Z n€ Z 


_ NA | é (za) |? 
sez 2i У) é (2z(n + p2?)) |2 
pEZ 
<1 < -+ оо 
“2; э 


HU SÈ? (2nn)}, € P (Z). H Riesz-Fisher 定理 知 , 它 是 一 个 函数 
< 11 . 


© $ 的 Fourier 系数 序列 .由 表示 式 
У, = Ife 12([0,1])|}(2лхл) = $(2nn)m;(2), 


[mj (n) ET FAY 2: 的 序列 | 
ьо) 


ai 人 -os 


生成 同一 空间 V. 


另 一 方面 ， 
> | (Ол + p22))|2 = 方 ， 
因此 由 推 ? s (2-2) |a=o,-,2- 1| 为 标准 正 交 
系 .证 毕 . 


1.3.2 稠密 性 的 判断 
BH V hez, 是 L2([0.1]) 的 一 单 增 闲 子 空间 列 且 Vi 为 函数 
GH WEBER 在 这 一 节 中 ,我 们 将 给 出 U V 在 
12([0,1]) 中 稠密 的 充 要 条 件 . 我 们 首先 给 出 两 个 辅助 性 结果 ， 
引 理 1.3.2.1 假设 Dala) 绝对 收 化 且 对 =0,…,2 – 
s€ Z 
1jEZ*), 
Salk + Bp) = 0, (1.3.7) 
s€ z 


ЖА aln)=0,n€Z. 
证 明 任 给 Í| C ZINA PRS: 
Wi € Zs, ala + 28) = 0. (1.3.8) 
事实 上 ,8 =Dy FRYE Z b= 05,2 一 所 以 由 (1.3.7) 式 
知 ， 
Sala + 218) = Zk + Yy + 2/8) 


BEZ 


= Dalk +28) = 0. 
FEZ 
断言 获 证 . 
因为 >) |a(c)| 收敛 ,所 以 Ve>0, 3N( 正 整数 ), 使 
az 
У) lay) <e . 取 j 充分 大 使 2 一 |a| 之 N. 则 由 (1.3.8) 式 知 ， 


| zl >N 


ala) = | Daka + 28) 一 >) аба + 28) | 
EZ BE 


2 10) 
=| 5) ala+2p)|. (1.3.9) 
PE Zx bot 
Ф y=at 28, 850,1 y| 22:12281 -lal 222) - lal SN. HKH 
(1.3.9) 式 知 ， 
laaix| У) a()|< >) lants e. 
ЕДЕ | ri >N 


BK ala) =0. TEE. 
2181.322 设 V 是 [2([0,1]) 的 一 个 子 空间 且 对 jE 


Z+, 
. 1 
Кх) € 6 一 2)є V. (1.3.10) 
给 定 ¿€ L2([0,1]) .那么 对 所 有 FEV 
(f.,$> = 0 (1.3.11) 
当日 私 当 对 所 有 nEZ, JEV, 


fF2rn) $ (2rn) = 0. (1.3.12) 
(f) = УУ Ол) Š (nn). 
n€ Z 
因此 {1.3.12)=>(1.3.11). 
反 过 来 , 往 设 (1.3.11) 成 立 .由 (1.3.10) 知 ,对 jEZ2Zi,1!= 
0,…,2i 一 1, 我 们 有 


= Dj Onn) $ (2rn)e; 


= -5 эол» + 2ip)) $ Onlk + 2p))a; . )1.3.13( 
在 (1.3. DARAAN Fourier 变换 得 
Sank + 2ip)) $ Оль +2ip)) = 0. (1.3.14) 
pez 


这 里 €Z, ,=0,…,2 - 1. Н S Опи) $ Orn) 绝对 
r€ Z 


收 敏 ,所 以 由 引 理 1.3.2.1 和 {1.3.14) 式 知 ,(1.3.12) 式 成 立 .证 毕 . 
现在 我 们 陈述 本 节 主 要 结果 如 下 ， 
定理 1.3.2.1 假设 VV 为 L*([0,1]) 的 一 子 空 间 且 (1.3.10) 
成 立 .那么 
V = L2([0,1]) (1.3.15) 
当 且 仅 当 
fine Z|F(2rn) = 01 = Ø. (1.3.16) 
证 明 ”充分 性 .假设 (1.3, 16) 式 成 立 . 我 们 仅 需要 证 明 如 果 $C 
L2([0,1]) A $l VBA $=0 RIFT. 
#& é€ L2([0,1])B #1 V, Nh 38E 1.3.2.2 Rl, 


FOrmn) f Orn) =0, n€Z, f€ V. (1.3.17) 
然而 ,由 (1.3.16) 式 知 ,对 任意 nE Z, AE FE У, 19 FOrng)# 
0. 从 而 由 (1.3.17) 式 知 ,8(2rzo) =0. Н n 为 任意 一 个 整数 , 因 
ik $=0. 

必要 性 .用 反 证 法 .假设 (1.3.16) 式 不 成 立 , 那 么 存在 nE z f 
得 YVFE V, frang) =0, BF 
(fe) = 0, FEV. (1.3.18) 
ERA V=L? (ГО, 1D RARE, PTB (1. 3.18) АТ f 
EL2([0,1]) 均 成 立 .特别 取 f(r) = or thf tt kap. HET (1.3.18) 
RAN 1, HA 0, FA. UE. 
推论 1.3.2.1 假设 {Vitjez, 为 47([0,11) 的 一 列 闭 子 空间 


° {45 


且 满 是 定义 1.2.1.1 ФЕ) Aili). ABA 
4 V; = 12([0,1]) 


当 且 仅 当 
‚д, {п € ZI${2rn) = =0} = 2. 


iH 4V = Я У, , 则 V 满足 定理 1.3.2.1 的 条 件 , 又 注意 


到 
Qir Є Z|f(2xn) = 01 = 1" Є Zlý (nn) = 0}, 


所 以 由 定理 1.3.2.1 知 ,结论 立即 得 证 . 
81.4 IEZ PMRA 的 特征 
BUR V jez, 是 [2([0,11) 的 一 个 OPMRA, | 4; jez, 是 这 个 


2-1 
OPMRA ВН ЖА | 4 (a ) | 的 标准 正 交 性 区 人 
着 
>) [#8 (alk + п2/))|? = 1, (1.4.1) 
n Z 


Жр Е=0,,2/-1,$° =226, AEC. 4. DSK, 
|$" (2an)| <1, Vn € Z. (1.4.2) 
由 (1.2.1) 式 ， 
É“ Оля) = mf Wa (za), Va€ 2, (1.43) 
这 里 т“, (n)=2 2 mj (n). 
0.4. DRAC. 4. RRM, kE {0,120,277 41, 
1= > | Ола + 2n)) |? 


= = > | "на + 2in) |? |$, (тв + 2in)) |? 


= > | тй (k + 2791) [2] BF (2z(& + 27°1я))|? 
+ > | тї (k + 2+1, + 22) |? | (2r(k + 2 + 2/))|? 
= | (|? LI а Олбё + 271л))|? 


+ Га? (в + 25) |2 > | #7 ra (2n(k + 2*1я + 2/))|? 


= |m a(k)? + К + 22) |2, (1.4.4) 
这 里 我 们 使 用 了 序列 | mj 10) .ez 的 周期 性 . {1.4.4) 式 表明 
| т Orn) | < 1, XË x € Z. (1.4.5) 


作为 (1.4.3) 和 (1.4.5) 两 式 的 直接 推论 ,我 们 得 到 
| (2nn) |< lH Orr), 对 x € Z. 
ВЕДАЕ | $F (2xn) | | 是 单 增 的 (7 BEF + оо). BORE, (1.4.2) 
式 知 极限 lim | $” (arn) | 是 存在 的 ， 
定理 1.4.1 设 iViljez, 是 2([0,1]) 的 一 个 闭 子 空间 列 ,有 


2-1 
FE $,€ v | 4(2-4) ,为 的 标准 正 交 基 .那么 U V, 
i= EZ, 


= 12([0,11) HI | 
lim |$ (2nn)|=1, zx € Z, (1.4.6) 
其 中 of = 234, 
证 明 
充分 性 . 假设 (1. 4. 6) 式 成 立 . 我们 需要 证 明 UJ V, 在 
L2([0,11) +99. 


”由 推论 1. 3.2. 1 知 ,只 需 证 对 n E 2, 存 在 一 个 FEZ, ,使 得 
上 (2xrn) 取 0 即 可 . 


事实 上 ,因为 lim | Š (2лп)| =1, nnE€2, 所 以 存在 jE€2j， 
使 得 下 (2an 540. 
. 16 . 


必要 性 .假设 U V; = 2 ([0,1]) ,我 们 需要 证 明 (1.4.6) 式 成 
x. 
tk P, 为 到 V, 的 正 交 投影 .那么 稠密 性 和 УСУ, AE 
lm р fl =0, ЛЄ 12(10,1]). (1.4.7) 
固定 mE 2. 在 (1.4.7) 式 中 , 取 f(z) =e. OR, het f(x) = 
PE LODE || fil =1. 因 此 对 >0, 存 在 joE€2, 使 得 
IPf-fil<e, 72 jo. (1.4.8) 


因此 由 (1.4.8) 式 知 ， 
I= [уй IAI + ТАЕР < li P, fl +e, 


即 
ЇР} >1-e j> jo. (1.4.9) 


但 是 ,因为 |4 0)" 为 У, 的 标准 正 交 基 ,所 以 
P, flx) = cps- £]> [= - z): 
由 Parseval FAM, 
х. 
пв 160-6) 

= У | dif 2nn) # (2л jeer? +)? 
k=0 n€Z 

= 2 У) | Farr) $;(2nn) |? 

nee 

= X | fxn) # (xn) |2, (1.4.10) 

n€Z 


注意 到 了 (2rn) = 3, n (因为 F(z) = em2rz), 因 此 从 (1.4.10) 
式 ,我 们 得 到 | 
ЇР}? = {FF Окт) |2. (1.4.11) 


由 (1.4.9) 和 (1.4.11) 两 式 知 ， 
‚17 


(1- є? < ||P Fil? = |#f (2xm)|2, 


这 表明 | 
lim |$} (2ют)|;>1. (1.4.12) 
但 由 (1.4.2) 式 知 ,对 mEZ, 
lim | (2хт) | < 1. (1.4.13) 


peepee 


所 以 由 (1.4.12) 和 (1.4.13) 两 式 推出 
lim # (arm) = 1. 


证 毕 . 
58190) jE ZCL (10,1]), BAF V, € Z. ): 
V; := span (1 - 5) # = 0,2 —1\. 


HAI V; hez 构成 L2([0,1]) 的 一 个 正 交 PMRA 的 充分 必要 条 
件 是 什么 ? 对 此 我 们 有 
定理 1.4.2 函数 列 18 |; € ZÊ 12([0,1]) 9—71 OPM- 
КАУ, € Z, HORE RTI AMUN EZ, 
У! СИ (2т(Ё + Zn) | =1, kE [0,2 — 11, 


n€Z 
(1.4.14) 


lim | #7 Qnn)|=1, x € Z, (1.4.15) 
$Ë (Orn) = m” (n) (лп), n € Z, (1.4.16) 


其 中 $f =25$,, m”, =2 туу, I mr lr, 是 2711Z7. 周 期 序 
列 . 

ШЕН GRH. #4 bez, 为 一 个 DPMRA 的 尺度 函数 列 , 则 
由 (1.2.1) 式 , (1.4.1) 式 及 定理 1.4.1 知 ,(1.4.14),(1.4.15) 和 
(1.4.16}) 三 式 成 立 . 

充分 性 .在 (1.4.14),《1.4.15) 和 (1.4.16) 三 式 成 立 下 ,显然 ， 


Д2) 


V; : = span 
k=0 


是 一 个 OPMRA ,其 尺度 函数 列 为 | 和};ez, WEHE. 

推论 1.4.1 ”如果 | 加 ijez, 是 L*([0,1]) 的 一 个 OPMRA 
的 尺度 函数 列 , 那 么 由 f = | é; | E XE $? 也 是 同一 个 OPMRA 
的 尺度 函数 列 . 

证 明 由 定理 1.4.2 立即 得 到 . 

推论 1.4.2 MRE! cz, 是 工 ([0,1]) 的 一 个 OPMRA 的 
RE BRIN ARAM REZ, 

lim > | 3 (2x(k + 20) = 0. 


Frt% EZ iol 


证 明 WE REZ, iE j RIK, k <2; ,那么 
1= У | (a(k + 2a))|2 
az 
= D>) |# (2z(k + 2а))|®+ |# (Ark)! ?. (1.4.17) 


«€ ZX (0! 


由 lim |$} (2лё)| =1 和 (1.4.17) 式 知 ， 
Jim, 22, 197 Ол + 2a))|? = 0. 


НЕЁ. 

定理 1.4.3 ik} $: bez, ‚| ARTE- L2([0,1]) 的 两 个 正 
交 尺 度 函 数列 .如 果 对 上 E10,…,2’7 一 1|， 

> 16 (2z(k + 2a) $ (2n(k + 2%))|” >0, 
(1.4.18) 
HBA A 
22 $!(2nn)$?(2nn) 
(SI | (отв + 2%))#® (nlk + 2%)) 12)? 
s€ z 


其 中 n==k mod 7,02 -1 EXE Ф, 也 是 工 2(L0,1]) 的 


一 个 正 交 尺度 函数 列 , 当 然 ,ga# 2241, 9 = 279. 
证 上 明 由 (1.4.1 式 知 ,对 下 后 10 2 一 1 


$, (nn) = 


3 (BF (ame + 2a))|? = 5) 42 (nlk + 22a))|2 = 1, 
«2 “€Z 
所 以 由 Schwarz 不 等 式 知 ， 
У Оль + Va)) 8 (2r(k + 2ia))| 
оЄ7 
«(9014 2r(k + ))|?)?. 
ас 2 


(У)|## (nlk +2) |2)? 
аЄ 2 


=1. 
因此 由 (1.4.18) 式 知 ,多 的 定义 是 合理 的 且 对 &E 10,---,27-11, 
У [Ф (nlk + 22e))|2 
«EZ 


一 > [22$ (2706 + Q#a)) |? 


7 > |2222 й (2л(# + 2%))#(2х(# + 2% )) |? 
ü У |$! (2r(k + 249)) 8% (nlk + Xp) |? 


> 4» (2z(k + 20а) #2 (2r(k + 22а )) |2 
— s€ Z _ = : 
SJ | 4F (2z(k + 218)) #2 (nlk + 28)) |? 
B€ Z 


=1. (1.4.19) 
WEA REZ, Е >R. RARE 1.4.2 告诉 我 们 
lm У) |$” (2n(k + 2ia)) 6" (2х(# + 2a)) |? 


pete, e ZV 101 


< Jing 22, is? (2r(k + 2a)) |? 


=0. (1.4.20) 
注意 到 对 $ Ang? AER 1.4.2 MR n EZ, 
im |$; (2лп)#2* (2rn)|? =1, n € Z. (1.4.21) 
因而 ,从 (1.4.20) 式 和 (1.4.21) 式 知 ,对 EZ ,我 们 有 
‚20. 


lim >) | $] Ок + a) GY (2n(k + 20е) |? = 1. 
所 以 对 n€ Z ELBE n=k mod 2A 
Jim, | #7 (2кп) |? 
= lim |224,(2nn |? 
КЧ | é! (arn) (2an)|? 
"= У) 2518 (2n(k + 228)) $?” (2n(k + 2/8)) |? 


=1. (1.4.22) 
HABE | mis (nh, #113, (я), 分 别 是 对 应 !g%jiez 和 
| leg, 的 21+12 周期 序列 .那么 对 nEZ 
$2rn) = т\л) (rnn), 
$7 (2r) = mi, (Fj, Отт). 
AHS nEZ, 我 们 可 以 假设 n =k mod 2,0 - 1 FI n= 
1 mod 2 OKI SF tl -1. KF, 
22! (2nn)$2(2nn) 


(SJ |E (2r(R + 2ip)) 8% (2r( + 218)) | 2) 


B< Z 


j+1 


$ (2кп) = 


1 2 
= mia (n)mi Cn) 


J4 itl. А 
27222 $! (лп), Orn) 


x- 
(>>| bi (2n(k + 2ig)) $” (2r( + 228)) БЕ 
8€ Z 

yt 1 2 站 

=2 2 mj kn )mjida( n )$j41(2nn) 


_ | (2al + 2a) ) 8%" (2al + 27а) |?) 


Nie 


Б | $” (nlk + 2/8))# (2r(k + 21a) |2)? 
(2, 


21°. 


= mila) ann), (1.4.23) 
其 中 
туууб л) =2 ml (n)m2 (n) 


КР (2m + Ha) Å” (nU + 2% )) |2) 


К | É Onl + 218) GY (One + 2#8)) |2)2 


We lez, 我 们 需要 表明 (1. 4.16) 式 成 立 . 由 {1.4.23) 式 
Я, ПЛАЖА Е туз (н), 是 一 个 2*'Z- 周 期 序列 即 可 ， 
事实 上 ,对 nEZ BK n =k +2 ag = 1 tY By, ал, 62, 
OSES - 1,0602 1. MA 
п +2001 = k + Bla + 2) = + 271(8 + 1). 
因此 


mj, (n + 221) =27 2m! aat m, )ر‎ +21) 


(231%, j (2r( + Bad) $F, (nl + а) |?) 


x = 
(3 PT (2x(k + 2/9)) 8% (dak + 248)) |2)? 


لے 
REZ‏ 


1 1 
=2 2т д 


(п) mln п) 
È |E (rC + 2a)) BE (2x( + 2% )) |?) 


мі 


(У | 8 Qx(k + 28))#® (2r(k + 28)) |2) 
BEZ 


= yila). 
所 以 由 定理 1.4.2,(1.4.19) 式 , 1. 4. 22) AM (1.4.23) АЯ, 
[|jez, 是 一 个 正 交 尺度 函数 列 .证 毕 . 
特别 , 当 轴 = 好 时 ,我 们 有 
推论 1.4.3 Bie hez, E L2([0,1]) 的 一 个 OPMRA 


. 22, 


的 尺度 函数 列 .那么 由 
кп) = 25 ($ian)? (X) |$! абв 2) |), 
«2 


n=k mod 2! 0<k<2/ — 1 E MAY OF HAL? ([0,1]) АА 
度 函 数列 ， 


81.5 尺度 函数 和 小 波 的 构造 


同 直 线 上 的 情形 一 样 ,构造 周期 尺度 函数 和 周期 小 被 是 从 沽 
РН О | {жт,(н)} ,| js 出 发 .由 命题 1.3.1.2 知 ,我 们 仅 需 要 给 
出 局 期 正 交 尺度 函数 和 局 期 正 变 小 波 的 构造 过 程 .这 样 我 们 在 下 
面 就 考虑 正 交 情形 . 

1.5.1 尺度 函数 的 构造 

由 8$1.4 知 ,(1.4.1) 式 和 (1.4.4) 式 是 一 个 尺度 函数 序列 为 
[bjez, 的 OPMRA{ V bez 的 必要 条 件 旦 对 Í € Z 和 7jEZ+ 有 

# (2na) = П» (а) (2ка). (1.5.1) 
因此 ， 我 们 下 面 的 出 发 点 是 候 设 1 (а), | j EA E HIYÊ РЕ 
BOR SEM j, оо (п), 是 22- 周 期 序列 .形式 上 定义 

(2xa) = П т, # (а). (1.5.2) 

为 了 保证 (1.5. эВ, 我 们 必须 对 | т, (a)i, 施加 

条 件 , 例 如 ,nz (a)=1+O(2 °), HET a 不 必 一 致 收敛 , 便 是 

充分 条 件 .另外 ,将 # (2re) 的 定义 和 (1.5.1) 式 比较 起 来 ,我 们 
需要 假设 下 列 条 件 : 

lim $7 (2ra) =1, YEZ (1.5.3) 


但 由 定理 1.4.1 知 ,条 件 (1.5.3) 对 一 个 OPMRA 来 说 是 必要 的 . 
因此 (1.5.3) 的 假设 是 合理 的 . 


. 23 · 


现在 我 们 来 刻画 上 述 定义 的 $ 什么 时 候 使 
і 
s-z) 


{=0, 7-1) 
构成 
Vi = span | $ [= - 5) [ = 0,.…,2/ – 1| 


的 标准 正 交 基 ,其 中 4 = 2°78" ,我们 将 考虑 包含 正 交情 形 的 双 
正 交情 形 .再 给 定 另 一 个 滤波 函数 族 | | 讽 ;(n)11;s1, 且 对 固定 的 
jl (m)l, Ë VZ 周期 序列 .进一步 ,假设 下 列 条 件 成 立 : 


$? Ora) = TL m” (а) 


An $” (Ora) =1(a € Z)Ë т, (п), F (n EM 
k=0,: WI 
WROL |(#&) + т (k + 2 at”, |(# +2) = 1. 
(1.5.4) 
(1.5.4) 式 正 是 (1.4.4) 式 在 双 正 交 情形 下 的 类 似 .那么 我 们 的 结 
果 是 : 
定理 1.5.1.1 上面 定义 的 风 和 $; 双 正 交 , 即 
(s BE- E) = ды (1.5.5) 
当 且 仅 当 存在 正常 数 C REE k =0, 0,2 一 1, 有 


of (к) = 3J | Ол(Е + Yad) FF (alk + Ya))|> C. 
GE Z 


iol 


(1.5.6) 
为 了 说 明定 理 1.5.1.1, 我 们 首先 建立 如 下 几 个 引 理 . 
引 理 1.5.1.1 1#3Є2.,#;, #,612(10,1]). ЯА 
(1) (1.5.5) 式 成 立 当 且 仅 当 对 任意 有 =0,… ,2 一 1， 


2i SJ $ (nlk + Ya)) $(2n(k + 2а) = 1 (1.5.7) 
«ЄХ 


+ 24 « 


(ii) (4, A x])= 0(1=0,…,27 一 1) 当 且 仅 当 (1.5.7) 
式 左 边 的 和 等 于 0. 
证 明 首先 ,由 Parseval 公式 ,我 们 有 于 列 等 式 : 


= > 226 Can) $ (окп) (ee) 


= 5 > (2x{s + 2n)) Ў, (nls + 2in)) (e22 J2 n+) 


tos—On 


=2 >%, (nik + 2'n)) FOR + 2in)). (1.5.8) 
mga 5. СЕТЕ 立 ,那么 由 (1.5.8) 式 知 ， 


2 Уф (alk + 2in)) Fonts + 2in)) 
К -j 
1. COLE 1, 
O.S. PRR. 
反之 ,假设 (1.5.7) 式 成 立 ,那么 由 (1.5.8) 式 知 ， 
3 C2) F(z- Z dz (e22 H = 1, (1.5.9) 


Ë c = xe F(z - 5 ја ,1 =0,“ , 27 — 1. 那么 由 
(1.5.9) S041 DET 得 ,6 = 1. EF IDFT, RI Bl 


AK. 5. SARL. ЖИН, п ALEC ma. 证 毕 . 
引 理 1.5.1.2 在 定理 1.5.1.1 的 条 件 下 ,对 >ij+1,J€2 
和 kE10,…,2i 一 11 ,我们 有 
` 25 . 


a J 
> П» (e+ 2) m? (& +2) = 1. (1.5.10) 


ні р. рОН 
A => [ж (k+ YI) я? (k + 231). 
=0 f=j+l 


那么 由 (1.5.4) 式 知 ， 


долл J 
A= У) > | m? (k + vita + p)) 
B=0 x=0í=j+1 ` 
x m (e+ 210277271) + B)) 
“1 
= >; > П mt (k + 2771 + 228) 
f=0 


x mi” (k +28 + 22713) 
х mË (k + 208 + 2171) mF (k + 28 + 2171) 
-> TL mf (k + 228) тї (k + 28) 
x (>) mË (k + 28 + Wy) mF (k + 28 + 27 'y)) 
>> N mË (k + 28) т (k + 28) = Aja- 
这 样 ， 连续 使 用 (1 5. 4) 式 ,我 们 得 到 
Ay = = А; = DME + 28) m” (k + 28) = 1. 
证 毕 . Е 
UL f(A) с TEMET, j € Z. .现在 我 们 定义 转移 


AFI T, TI F : 
FEX 1.5.1.1 


(T; f)(k) = | т, (Ë) т 7i СА) /(Ё) 


+ [т (k + 2! malk + 2) | fle +27). 
引 理 1.5.1.3 Tr, (k= 0 (k). (1.5.11) 
证 明 由 入 各 ;的 定义 ,我 们 知道 
$? (rn) = m*,,(n)$%,,(2nn), 
8% (кп) = ñ (a) Š (nn). 
使 用 m! ,和 яг", 的 周期 性 ,我 们 有 
Tj, (k) 
= [н (kh) аг Св) [е (E) 


+1 


+ m*, (k + 2) FR F(R + 21) 


gf (k + 2!) 
= | (в) F fa F)| 

x ae (2х(Е + 27а) kz Ох + 2itla))| 

+ | mh + 22) mA (+ 22) | 

x XI“ (nlk + 2/ + Yla) 5" (2x( +2) +27 а))| 
=> а + 2a) $ Ож + 2/°1а)) 


x #F (k + 20а) 7#, (nlk +2tta))| 


+2 


mY (k + 2/ + 2a) (nk + 2! + 24a) 
س‎ А | > # . | 
x MER + 2 42a) $ (Ale + 2Î + 21+10))| 


- 27 - 


= У) \# (2x(k + 21(2а))) #* (anlk + 22 (2а))) | 


аЄ7 


+ J| Ole + 2 (2a +1))) F? (alk + 2/(2а +1)))| 
аЄХ 


У) |$" Оль + 2ia)) $ ; Обь + 204))| 
ЄХ 


= 6 (k). 
ЙЕР. 
引 理 1.5.1.4 ”对 任意 JEZ: 和 J>7+1, 我 们 有 

Ta Ta Ty f(&) 
2 i- ү — | 
= У [Í |m (k +21) m t (k +24)| fle + 231), 


t=0 ;=j+1 


(1.5.12) 


其 中 1 PR) 人 cz 是 一 个 复数 列 . 
ШЕН ”我 们 使 用 归纳 法 来 证 , 当 了 = 了 +2, 我 们 有 
Toal Taf D) 


= Tj (| (ED) A СУЮ) 
+ рай, (e+ 2!) we (k + 2211) ров + 2)) 
= |н? (C) Ce) | [| mF (E) ате СА) | £O) 
+ | mak + 21) mia (h +2) | pe + 2)] 
+ т" (e+ 2") gr fa (k + 2/)| 
x С +2/) Ө (А + 2/)| #(k +2/) 
+ [л (620 +1) we (k + 2 + 2071) | 


. 28. 


x fle +B +2") 


2-1 ر‎  _ 
=> [I [ж (k + Va) FF (Ë + 222) | Fik + Qa), 


а=) 1=7+1 


其 中 最 后 一 个 等 式 来 自 m” Aa” 的 周期 性 . 
假设 (1.5.12) 式 对 J 成 立 .那么 我 们 有 
ТнТ Тура = Ti Т Ti Trai fle) 


ОО, 


+ Eee: + 27) ATO + 2) | fle + 2) ) 
z- 
=> TI |m” (k + 20) BU (k + 231) 


4-0 г=]+1 


x т? (k + 20) i(k + DL) | f(E + 242) 


2! іу at __ 
+ > H ln Ck + 234) a? (k +2) 
1=0 i=j+1 


x mi, (k + 2 +2!) prt (h +2# + 21) | f(k + 244 + 21) 


ja | __‏ و2 
lm? Ck + 24) FF (ЕЁ + DED f(k + 211)‏ || ;> = 
f=) 了 二 了 十 二‏ 
atli‏ 
TH mt (k + 205 – 21) т” (k + 28-2)‏ >+ 
s= 31-2145 itl‏ 


x mi (k + 2°) g a (k + 2°) /(Е + 2°) 
2-7 y  — | | 
= > [Ilo (k + 22) mF (k + H| + 231). 


0 i=jrl 


这 里 在 第 四 个 等 式 中 使 用 了 变换 s= 1+2177, 最 后 一 个 等 式 使 用 
T m” m” 的 周期 性 ,证 毕 . 
现在 我 们 转向 证 明定 理 1.5.1.1. 


‚ 29 - 


定理 1.5.1.1 的 证 明 
必要 性 .假设 (1.5.5) 式 成 立 ,那么 由 引 理 1.5.1.1 知 ,对 EE 
10,… ,2 一 1 ,我 们 有 


DH Ол(Е + 2a) FF (Отв + 2a) = 1. 
€ Z 
这 表明 对 任意 C<1 的 常数 C MRE 10,---,2 11, 


gf (k) > | S18 (nla + 2%)) FF (2x(k + 20а) |2 С. 
a€ Z 


故 (1.5.6) 成 立 ， 
充分 性 .让 jE Zs, J> j +1 MRE 10,2) 一 1 由 引 理 
1.5.1.2, 我 们 得 到 


si Il. m” (k + 2a) mË (b + Qa) = 1. 


a=0 f= tl! 


另外 ,由 i moe #7, ИЙЕ, 
рУ П m” (k +2%) AË (k + Pa) 


а=0 f= j+l1 
Sy 1 
- Уу, И т? (k + 2а) m TË (Ë + Ve) 
а=й г=ў+1 


+ 2 Tmt G + 2%) B т (Ë + 2a) 


а=! fear] 

017-11 

=> Й mË (Ë + 2а) mi (k + Va) 
а=0 i+jtl 


-1 J. | __ | 
+ > 1 mê (k + 28 + 2!) ж” (& + 28 + 2) 
ga 21 il і 
Hi 


= 2; [I m” ( + a) я TË (Ë + 2ia). 


а=} =1 
因此 让 у, (а) ЯИК 


. 30 ° 


[1 ل1 الو نارم 
EXP TE БАЖ, BI,‏ 
X (a) = Xi gh tay a A Ca).‏ 
那么‏ 
У) TI m” (k + 2%) йг (k + 2a), | (a) =1.‏ 


a€ Z i=jtl 


(1.5.13) 

明显 地 ,我 们 只 需 证 当 jco 时 ,(1.5.13) 式 的 左边 极限 和 求 

和 号 可 交换 即 可 .事实 上 ,如 果 我 们 证 明 这 个 结论 ,那么 对 z € 
10,.… ,2 ш 1 | 7 


SIP (2r( + 2%)) $ (nlk + 20а) = 1. 
а 2 
因此 由 引 理 1.5.1.1,(1.5.5) 式 成 立 . 
现在 我 们 证 明 当 J ont, {1.5.13) 式 左边 的 极限 与 求 和 号 
可 交换 . 
引进 记号 
G; (k,a) = LTI |=“ G + 2a) mi * (k + 2°)| 


С, 


х OF (k + Qady, (a), 
其 中 C 与 (1.5.6) 式 中 的 常数 一 样 .那么 


2111 
УС, (в,а) -4 >) Ө (Ë + 2%) 
аЄ2 а-у”! 


J # a 2 ft - 
x Jj | mi (k + 2a) ñi (k + 20а) | 
Paarl 


-1 


_1 ‚азу 
=g Ut ë 5 (1.5.14) 


HO? (8) 的 定义 (J >j+1,8E€ (0, 27-1), MRE 
[0,---,21 1}, 
. 3] = 


й (k + 28-2!) = OF (k + 228). 
所 以 ,由 Il | om (e) жг (R) | 09 2! 周期 性 ,我 们 得 到 


5, OF (k ve) Ц, | m? (k + Qa) ñ (k + Va)| 


ا لے دې 


ті 
= >) oF (kh +28 ~ 21) 


82171! 


х 11 | (k + 28 — 21) тё (& + 28 — 21) | 


= 六 of +z 11 | m! (k + 208) FF (k + 228) |. 
这 样 ， Аб. 5. DAMI. 5.1.4, 5/88 1.5.1.3 得 到 
2 G;.;(k,a) 


12 трой угу , 
= 2, 0j (k + 2°) П | т" (Е + Da) mi (k + 2a) | 
a= i=j+l 


= 去 ун Тиз Ту (k) 


1 

“ch (k) 

-LN | Ff Олов +2%)) F j Ол(Е+2%))|. (1.5.15) 
аЄ7 


ERR? Arn) cz 和 | FF Отт) | ,ez 均 在 /2(Z) 中 ,所 以 由 
Schwarz 不 等 式 有 
>| $? (2n(k + a)) F? (x(k + 2%а)) | < oo. 


因此 ,对 固定 的 j 和 &E 10,02 11 ,下面 两 个 序列 
lG; )(ka)h, 
` 32 . 


|| # (rk + Ya)) F? (alk + 22| be, 
都 在 PH. HF 
im 时 {(2тп) = lim ge (Orn) = 1, 


所 以 
lim Oy (я) 221. 


Leon 


Aik. С, (Е, а) E 
lim С.а) 


= L lim 6 (k + 2'a) 


1-99 


х 1 |m? (k + Xa) T (k + 2a) | x) | 


m yt 


> ting (t + Xa) 
јо 


х lim II т? (Ë + 2a) т? (k + Za)x, уба) | 


1ر ەج 


>| (ame + 244) FF (nlk + 2%))|. (1.5.16) 
КАШ; 
быа) > J | G + 2%) 8 ( + e)7, ;(a)| 
А Fj 
С (в,а) + Re( TT m” (k + 2a) Т (8 + 2%)у, ja) 20, 
И (1.5.17) 


其 中 Rel ЖУ c 的 实 部 . 
现在 我 们 从 (1.5.16) 和 (1.5.17) 两 式 得 到 


» 33。 


LS) | $F (RCE + 2%)) FF (2r(k + 2%))| 
062 


+ D Ref [[ mË (k + 2a) mi (k + Qia)) 
7 і= 3+1 


<>} limG;,;(k, a) 


了 一 
+ >) limRe [[ т (2 + 2a) m" (k + Zia) 


a€Z j=% =] 


<>; ( lim( Gi (ta) 


q€ Z ` joo 


(a) 


Хы 


J -一 
+ Re |] m? ( + 2a) m? (k + 2a), (a))) 


з= 3+1 


<lim X (G1(k,a) 


J—% a € Z 


J — 
+ Re || m* (E + 2a) FF (Ë + 2%)у, (a) ) 


i=j+1 


= lim ÈG, (k ,a) 


1+=еаЁЕў 


-- ate 一 
+ lim(+ 2; [I m£ (k + Qa) я (k +2/а)у, (k,a)) 


jen а Zi=jtl 


=>; |# (Ол(# + 2%)) $? (alk + 2%))| 


€Z 


i. 一 
+ lim(+ >;Ке]] mf (k + 2a) бї (k + 2)X (a)), 


Је аЄ7 i=jtl 
这 表明 
Уке || m? (Ë + 2g) я? (k + 2a) 


і 
«EZ j=jtl 


1 — 
= lim >) Re [| mÝ (Ë + 2%) mË (k+ 2a) x, (9). 


Jeo q€Z i=j+l 


(1.5.18) 


+ 34> 


类 似 地 ,我 们 可 得 
一 Уке тё (Ë + Qa) ii (Ë + Va) 


EZ <j+1 


lim( - >Re TI т? (k + 2a) M ис + 2а), she а)) 


Slim +- j+1 
=~ юш?) е тё (k + ia) mi (k +Qa)y, (a), 
这 推出 
fas Re TI mË (k + Ya) FY (Ë + 2да), (о) 


了 一 了 二 


< Dre П m” (k + 2да) FF (Ë + 2a). (1.5.19) 


і 3+1 


所 以 由 (1 5.18) 式 和 (1.5.19) 式 得 到 


hm Dy Re LL mf (4 + 2⁄2) й С + 2a) X, J Ca) 


了 一 /| 


= Re IT т? (k + 2a) MT (Ë + 2а). (1.5.20) 


fa +1 


同样 地 ， 我 们 有 


fie SmI mË (k + 2a) FF (k + Qa)y, (a) 


i=j+1 
= = Sim IT mË (k + 2a) т (Ë + Qe), (1.5.21) 
其 中 MORRER c 的 虚 部 . 


由 于 (1.5.20) 和 {1.5.21) 两 式 ,所 以 当 J 一 co 时 ,(1.5.13) 式 
的 左边 极限 与 求 和 号 可 交换 .证 毕 . 


1.5.2 майа 


fel 51.5.1 一 样 ,我 们 仍 考 虑 双 正 交 小 波 函 数 构造 的 情形 .这 
样 ,我 们 首先 给 出 双 正 交 周 期 多 尺度 分 析 的 定义 . 
РУ 1.5.2.1 Bi Vil ez MiV ег, Æ 12 ([0,11)# 
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PMRA Xf , Edi ЧУ ДЕРЕ PET 4 bez, 和 | Py l ez, ,如 
果 (1.5.5) 式 成 立 , 则 称 | У, jez, 和 | 人 biez 为 双 正 交 PMRA, 
简称 BOPMRA. 

现在 我 们 讨论 如 何 从 BOMRA | V; hez, (1 & ljez, ) 和 
9, ег, (1# jez, ) 来 构造 双 正 交 小 波 , 令 W, AV; Ж V, P 
的 代数 补 空间 且 W. L V, W, A V, E V КОРК ij B. 
W, LV; BARTS 9] W, AW, 的 生成 元 呢 ? 即 找到 gE 


we 
w, FW, 的 一 个 基 且 
(4: A al = д0. (1.5.22) 


下 面 结论 回答 了 上 述 问 题 . 
定理 1.5.2.1 假设 |Vbez f ljez IME Vj bez, 
(i $ hez, ) 是 一 对 BOPMRA, | т; + liez, 和 | Рузі jez 是 其 相 
对 应 的 滤波 函数 序列 .那么 存在 pE W, fl 2 € W, BE: 
G) lw (e> zy ml (6) яя w m 9 
j 24 X =0 j j 
的 基 ; 


(ü) {1.5.22) 式 成 立 当 且 仅 当 存 在 局 期 为 21!1Z 的 序列 
imi + Al; ez 和 | Ms 1liez, 使 对 =0," ,2 - 1, 


i 
M G) = mi. (Ë) moh +2) 
тї a(k) тї jelk + 2’) 
和 

MË (k) := Ta 108) an 
! е, TY jelk + 2/) 

满足 

MÝ (RM, (k))* = I, (1.5.23) 
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这 里 т? 2 my gr =0,1). 
证 明 充分 性 . 令 
di (2хе) = т? la), (2a), (1.5.24) 


J” (Ола) = mi? (a) 8°, Ота), (1.5.25) 


则 (1.5.24) 和 (1.5.25) 两 式 定义 的 у AP 就 是 我 们 要 找 的 双 正 
交 小 波 函 数 . 我们 现在 来 验证 ¢; € W,, 2 € W, AG), GAAR 
М. 

Mt k=0, 2-1, H (1.5.24), (1.5.25) 1.5. D ZAM, 


D9 (2xr( + 2%)) GF (2r(k + 2)) 


= Dain, jelk + Zia) $, (2ra) (2r(k + 2la)) 
аЄ Z 


X Kirk + Qa) W alak + 2а) 


1 . — | 
= 2 тї a(k + 2%} m1 j+1Ck + 2%) 


x PAG + 2y + 2/*18)) 4° (nlk + Xy + 2i118)) 


= 3 mË alk + 2%) me о (6 + 2%). (1.5.26) 
v=0 
HRA 
D$? (nlk + Zia)) FF (2r(k + Ya) ) 
аЄ Z 


J ‚о —— . 
= 2 mu, + 2) йг a (Ë + Pv), (1.5.27) 


220 (2n(k + 2/а)) ge (ark + 2'2)) 


= > т? lk + 2%) me (ek + 2). (1.5.28) 
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然而 由 (1.5.23) 式 知 ， 
> mf pilk + 2%) я? (hk + By) = 1. 


因此 由 (1. 5. 26) AS] 1.5.1.18, (ü) RZ, 从 而 


н) а) aaa 
ДН (1.5.24) (1. 5. 25) MM, Є Var ф;Є Visi. 
MARREN 


(#-5)%(=-2) 
5(®-2});,#®(#-) = 


线性 无 关 ( 从 而 分 别 为 Vii Vis+1 的 基 ) 即 可 ， 
首先 由 (1.5.23) 式 知 ， 


l — س‎ 
Хато, Ck + 24%) Яй ss i(k + 2%) = 0, 


1 = 0,…,2 - 1| 
和 和 
2-3} 


X mf pale + 2i) me Ck + 21) = 0. 


[ЕЙТЕН (1.5. 27), (1.5.28) 0915198 1.5.1.1 Gi) BI, Yi = 
0,---,22-1, 


(4. #1:-2)) = (0,2,2) = 0. (1.5.29) 


У (|z 5) аа 3) 0. (1.5.30) 
对 上 式 两 边 用 Fy (= EAA, (1.5.29) #00, 


E) 
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这 推出 а= nasla 2) 线性 无 关 . 故 


2) 4) |r 
为 V 093. 
必要 性 .由 于 ó € W; C VjM f; € WC Fr, FUE 
2i+1Z- 周 期 序列 mi jela JAI Mi jerfa MEC. 5. 24) 和 (1. 3. 25) 
两 式 成 立 .这 样 由 VLW, VLW {ggh -5 ))= Bo, RIE 
1.5.1.1 知 ,类 似 (1.5.26) 式 ,(1.5.27) 式 和 (1. 5 28) 式 可 得 


| 
Уз mf a (8 +2) ñil Ck + 2) = 1, 


D mijl + 2iv) Ят alk + 200) =0, (1.5.31) 


> mf j k +2? у) CC: + 2/y) = 0. 


(4, Bh- 2))= дог, RU (1.5.4) k r. (1. 5. 4) 和 


(1.5. DORRAO. 5.23) stay Et. 
根据 定理 1.5.2.1 ,我 们 只 需 找 出 m janl 而 1,;+1 即 可 找到 
双 正 交 小 波 1 贞 | 和 {| .在 我 们 现在 讨论 的 一 维 情形 下 ,mz1,;+1 
和 讽 1,;+1 的 存在 性 是 容易 的 ,其 中 一 个 解 便 是 
` 39 - 


yi, — . 
т (k) = е? ™ Mg 410k +2), 
_ о EO, | 
mi (Ë) = е? zk тб (6 + 2), 


Z Ë —э-1 ee > — 
ХЕ АСЯ, mi j1 72 2 туц My 544 = 2 2m, jtt y= 0,1. 


很 容易 验证 上 面 纵 出 的 1,;+1 和 闪 1,;+1 满 足 (1.5.23) 式 . 
$1.6 FIER RAE К ЛЕ А ЯТИМ 


在 这 一 节 , RAITAR 1E E FE RR A RS RVR. 
1.6.1 正 交 样 条 和 尺度 函数 
给 定 一 个 序列 集合 
lajljez, = (0а; (а) 1,2 єг, с (2). 
I k=0, e, X -1 EX | 
uj (z): = Уа (А + Bade", ER 
ar Z 
那么 2; (х) RA PABA: 
ER 1.6.1.1 
(1) за) wr) 
(ii) CU; ks 03.1) = быы 2 | aj{k +2) | 2, 
(ш) {uj .(a)le=0,--,27- 11 B—P IE # 4 R.Z Ч 
&=0,°",2/-1, 
> | а;(# + 2да) |? Z 0. 
«Є 2 
证 明 是 容易 的 ,我 们 省 略 它 . 
定义 1.6.1.1 我 们 称 vj  (z)k=0,-:,2 一 1 为 正 交 样 条 . 
定理 1.6.1.1 设 aEL(2Z)(jE2;) 且 满足 对 =0,…， 
2-1,6 
У ale + 2а) |2 > 0 
¿€Z 


K 
ajla) = туууб е)ауууба@), аЄ Z, 


XE | ту (а) 是 一 个 周期 为 2712 的 序列 ,再 假设 
lim а;ба) =1 («Є 7) (1.6.1) 


定义 
geal 

fle) := 279.662), 

Усе 6 [= 4) 


那么 | Vj jez, 是 L?([0,1]) 的 一 个 尺度 函数 序列 为 | 和 |jez, 的 


PMRA. 
证 明 f У [а;(6 + Ya) |* > OF, Vk =0,°*,2 1, 
«Є Z 


S11 9,(2n(k + 2/р)) |? 
pe? 


1 = 0,::-,22- 1}. 


2-1 | 
= >) | № aj, (nlk + 2;p)) |° 


5 > [2 ;4ر2‎ (1 + 2q f'e дҗ(-Е+2(а-р)) | | 


f= = 


-5 


pez 


=>) | aj(4 + 2p)|? > 0, 
PEZ 
i 22-1 
таяз. |с) ‚ята н 


yi 
Е Р) 为 V 的 基 . 
注意 到 f Ома) = (а) BRU | 
#,(2та) = туууб @}%;1(2хе@), 
这 表明 VCV GEZ). 
由 (1.6. 1) 式 知 , Ya € Z, AE j а, (а) 5-0, MEFE у Ë 


$; (2ra) #0, fK 
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(al; (2ra) = 0,; € 7,}= Ø. 
因此 由 推论 1.3.2.1 Al, 
4 v= L2([0,11) 
故 结论 证 毕 ， 
对 于 满足 ajka) = mj + 1 (a) a; +1 l OBEZA uj, | (z), Ё 
还 满足 下 列 性 质 . 
性 质 1.6.1.2 对 k=0,…,2i 一 1, 有 
valz) = mj, Ck) ojele) + m; (Ë + olr) 
(1.6.2) 
All 
| СИ: | 2 | milk)? + || @+1,&+2/ | "| mu, (Ë + 2!) |? 
= lus Il’. (1.6.3) 
证 明 ERI u; (=) = а + Dip) e22) ,所 以 我 们 
将 和 式 分 成 偶 奇 两 部 分 ， 然后 利用 m+ 的 周期 性 和 a; (а) = ту 
x ajr1(a) 即 可 得 到 (1.6.2) 式 . 
注意 到 当 VE BY, (uj в, 031) =(), Ер (1.6.2), 
I Usk |? = (тун) С”) + mjs1Ck + 2! ur ,ь+250*)› 
ту+1(Е)о (С) + ту+1\Ё + Zune C) 
=| mjt k) |? ERRA i 
+ || TH | | mys fk + 2/)|?. 
(1.6.3) Amor. TER. 
1.6.2 用 正 交 样 条 来 构造 尺度 函数 


根据 $1.6.1 的 结论 ,尺度 函数 é, 的 构造 相当 于 对 jE Z+ 寻 
找 aj€E2(2) 满 足 Y&k=0,…,2 一 1， 
> W. + 2ia)|? > 0, (1.6.4) 
a; (a) = = mjila)ajila) (1.6.5) 
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M.G DA. 当然 ,featfe)i 是 一 个 周期 为 到 "12 的 序列 . 明 
显 地 ,如 果 (1.6.5) 式 成 立 ,那么 


a (a) = [TI z(a) Јао), 
大 加 上 (1.6.1) 式 和 存在 e>0, 使 得 YaeEZ， 
1- mila) = O(j 17°), (у + оо) (1.6.6) 
那么 


+ 


aja) = П mla), < € Z. (1.6.7) 
s=y+1 
BEE (1.6. ORB (1.6.7) iH X23881 St. 
PUTER Vj € 2, , {т  ((a)) SE 297 Z 的 序 
列 且 满足 对 任意 6 二 0,…,2i 一 1， 
| ei (RD + [табе 2)|2 <1, (1.6.8) 


lI |m (k + 2’p)|? > 0, (1.6.9) 
s= ;+1 


对 某 个 р 1.6.6). 

Ж a;(e) 为 由 (1.6.7) 式 定义 ,aE Z BARNA 

性 质 1.6.2.1 FH FEZ, BH EHF mj (а) ДЕ 
(1.6.6),(1.6.8) 和 (1.6. =, 那么 对 a € 7, (1.6.1), 
(1.6.5) 两 式 成 立 了 对 =0,…,2i 一 1， 


0< 2; |a (& + 2a) |? <2. (1.6.10) 


证 明 ”条件 (1.6.6) 保 证 H m,(a) WE IEA Va € 2 ,存在 
?一 了 十 | 
了 使 afo) 关 0. 写 着 
ajla) = | ЇЇ m,(a) Janta). 
s= j+ 


EER n+ oo 时 取 极 限 即 得 (1.6.1) 式 . (1.6.5) 式 立即 来 自 
wife) 的 定义 . 
由 《1.6.9) 式 知 ,对 天 三 0 天 一 1， 
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> [а;( + 22а) | 
«2 
=>) TL, m,(k + 224) |° 


= = 2. TI | mC + ж)? + ii | m,(k + 2р)|? > 0. 
所 以 人 6 1) 起 的 左边 成 立 . 为 保证 (1 6. 10 AHMAR ER, FFE 
L(k)= У) TL | m.k +p)? (s> i+1) 


pice? taal 


-5+ X 


2> ام be‏ ارام 


>; [H [mk + 2p) || m,(k + 2/р)|? 


i-l" £= 3+1 


II 


IpI <2? 


+ TI | m, (Ë + 2ip + 2771) |? 


toatl 


х |m,(Ë + 2ip + 20) 2]. (1.6.11) 


5—1 | s-i | 
由 [[|=(Е+2р+2*!)|5 = J] Im (в + 2p)? ‚(1.6.8) 
t=j+l £= j+1 


和 和 (1.6. 11}) 两 式 知 ， 
LYS L (k) <ç: SÇ D, (k) 


= >) | туба + 22р) |° 

\р1<2 
= | пуа — 24)? + | апа) |2 + | +14 +2/)|? 
<2. (1.6.12) 


又 由 (1.6.8) 式 知 , 当 |p|<2: 7 且 t>s 时， 
|m ik + 22р) <1. 


因此 
а + p= T] [mG + 229) |2 


=+ 


= 44 + 


= JI | m,(k + 2p) |? H | m, (k + 2p) |? 


t= +] 


< IT, Го, (+ 2!p)|?_ (1.6.13) 


Hi (1.6.13) ICL. 6. 12) 两 式 知 ， 
У) |a(k+2p)|2< Lk) <2. 


1р1<2* 5 


在 上 式 两 边 对 s— + ce 时 取 极 限 即 得 所 证 结论 .证 毕 . 
根据 这 个 定理 ,我 们 可 得 到 尺度 函数 的 构造 如 下 : 
定理 1.6.2.1 对 7EZi, 令 mj+1(a) 是 一 个 周期 为 2+'Z 
的 序列 且 满 足 (1.6.6),(1.6.8) 和 (1.6.9) 三 式 .定义 : 
а;(а) = П mla) (a € Z), 
Usk = Salk + Dig Jel a)r 
«2 
V; = span| uj, g(x) ik = 0,2 -1}. 
那么 if Vj|jez, 是 5?([0,1]) 的 一 个 多 尺度 分 析 , 其 尺度 函数 列 为 


X-i 
(x) = 2 wale) A 
和 (x) | k= 0,۰,27 一 二 
为 V, WEZH. 
1.6.3 ”用 正 交 样 条 来 构造 小 波 


假设 о, (ar), $; FOV, 是 定理 1.6.2.1 中 的 函数 和 空间 且 满 
足 定理 1.6.2.1 中 的 条 件 , 那 么 {Vbjez, 是 I?([0,1]) 的 一 个 
PMRA. 设 W; 为 Vi 在 六 4! 中 的 正 交 补 .最 然 dim( Wj)=2 .我们 
这 一 节 的 目的 就 是 寻找 W, 的 一 个 基 , 从 而 得 到 小 波 基 ， 
给 定 另 一 序列 p (€ Zs ) 满 足 对 PEZ,k=0,…,211 一 1， 
glk aisle + 21р) = b k + 20р), (1.6.14) 
HP gy, Ck) MAHE 21+12 MEF. FET b, SEX 
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uj aC) = didi (R + Hp), 《1.6.15) 
др ¢ =0, ВАУ $1.6.1 的 性 质 1.6.1.1 一 样 ,我 们 
可 证 | uy нс) 12d ETE ER LA 
| а. 12 = 2.1602) >0, (1.6.16) 
我 们 再 看 uj, Co) RIE. Ha. 6.14) A .6. 15) AAA, 
ua (z) = у + ر2‎ 


pw چم‎ 
i ' . {+1 
= DAC: + Dit! р) е2 per 
pez 
+ Y lb (Ë + р + 22) 2+2 р+27)х 
pez 7 
. А al 
= Dg; Ea; E + Dit] руей к+2 х) 
pez 
+ Sigh + 2)a;j, (Ë + 2 十 21р) 
АЗЛ 
х و 2+ 2+ )م‎ 


= ge CB) vr et) 


+ Ej (k + 2) u+, pla). (1.6. 17) 
因此 从 (1.6.17) 式 知 , | uj (z) CVE 
luas 12 = |вуаб#) |? оа Ї? 


+ [gal + 20) [2 || وبرت‎ Ї 2. (1.6.18) 
将 (1.6.2) 式 和 (1.6.17) 式 结合 起 来 ,利用 性 质 1.6.1.1 知 ,当天 
AIRY, (озму) =05 4 R= Еў 
(Uj ну) = mj, (k) Ejr1(k) | Uj+1,k | 2 


+ mjii(k + 22) ау+1(® + 27) | 0у+1,6+2) II 2. 


所 以 我 们 有 
性 质 1.6.3.1 [ua (=) ECW, 当 且 仅 当 对 k=0,…， 
2 一 1， 
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| Uj+1,# | 2 mash) Bj) + | Vist pe? I 
X mje (Ë +2) g (k + 22) = 0. (1.6.19) 


进一步 ,由 (1.6.16) 式 和 (1.6.18) 式 知 , | u; a (z)]2 IEE 
当 且 仅 当 对 =0,…,2i 一 1， 
| 2| ok) [7 + || Ut be! || 2| g. (k + 2/)|* Z 0. 
(1.6.20) 
因此 ,我 们 现在 的 问题 是 如 何 找 到 周期 为 2*!2Z 的 序列 
gril 使 (1.6.19) 式 和 (1.6.20) 式 成 立 .下 面 定理 给 出 了 回 
Ж. 
定理 1.6.3.1 op JAWE 21Z 的 序列 且 满足 对 1= 
0, 2-1, 
wj+1 +2) = 一 03101) = 0. 
定义 gj+1 如 下 : 
mjali +2) 


gll) = o; (1) 2° 


I vanal 
jk =0, 2431-1 则 由 (1.6.14) 式 和 (1.6.15) 式 定义 的 
йш; (z) С Wi 的 正 交 基 . 
证 明 ”只 和 需 证 明 (1.6.19) 和 (1.6.20) 两 式 成 立即 可 .因为 
l| aaa ?mr СВ) F j1C) 
+ | Uj+1,k+2 | 2 anja (k + 22) АПС 2) 
pilk + 22) 
= | Uj+ivk | ajar CR) mj) mink + 2) 
| хуч, | 
+ ll opz | С: + 2) 
тав + 23113 
х Q. (k + 22) ЭКЕ "€ 72 
чі [ИРЕТ 
=0, 
所 以 (1.6.19) 式 成 立 . 
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A Дорт | 2 || Drier? || 2 
& и; = та vectra 
Bi | ш; +1(#)1?' |o; Cb)? 

I ©, | ? = I O+, Ë | 2| milk) |? 


+i Uys, k+? | ?| mj, (Ë) |? > 0 


知 ， 
| ГАЗИ. li 21 gr) | + | Uist k +2) I 212.108 + 22) 2 
= | aj CR) 12| ma Ck 27) |? 
+ |@ Ck + 271) 2 |6 +27") |? 
= аз CR) | (| mj (Ë + 2/9 |? + | mj41(&) |?) 
>p well >0. 
故人 1.6.20) 式 成 立 . 证 毕 ， 
定理 1.6.3.2 在 定理 1.6.3.1 条 件 下 , 设 f(z) = 


У ир a(x) -那么 
£-0 


ale) 


证 明 ”由 定理 1.6.3.1 Al, € W. Aik OE BJ 


(а) “eae ner ey EE 1.3.1.1 知 , 完 分 地 
,ا2‎ 29 


[= 0,:-,2 — 1 


лее +21р))|2>0 (k= 0,-,2)-1). 
事实 上 ， Ша. 6.16) 式 知 ， 


мао + 2ip))|? 
= =>» p vi, (alk + 2ip))|? 
Ува +? >0. 
pez 
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证 毕 ， 
1.6.4 正 交 样 条 和 小 波 重 构 , 分 解 算法 


假设 poale HZA а (z) 2439883809 v, 
fa W; 的 正 交 基 , 那 么 前 面 已 证 得 (1.6.2) 和 (1.6.17) 两 式 成 立 ， 
注意 到 Virl= VDW; ARB oj (х) шз (a) A V+ JIE 
交 基 .这 样 对 =0,…,2 一 1， 


2-1 паб) 

x Vj, INE 
val) = 2) EENE, 2 
10 | Git | 


ЖЕЗ. | 
| ait ү? | 
又 由 (1.6.2) 和 (1.6.17) 两 式 知 ,对 =0,…,2/*1 一 1， 
milk) | vr |, k=l, 
CU eter Mar - Í 


(1.6.21) 


+ (шы, и) 


0, k= 1, 
(олыны) s {E | азд 12, R= 2, 
jti ks Mj, 0, #51, 


PRULIACL. 6. 21) 3848, 3t &=0,-,2)7'-1, 
©рт) = рун (в) ela) + (6) и; (z), 


(1.6.22) 
其 中 
mj+1(k) 1 Vitl, k i 2 
pi (Ë) = Ї И ij 2 , 
(k) A jr) | +h, hk |? 
i+] = 


| Uj k I 2 


任 给 f E Vr Нон (2) 12 US V41 的 正 交 基 
Я, 


jti 


Jir} = > Srl тыб л). (1.6.23) 
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由 fm f+ dj, f€ V,,d,C W, 和 (1.6.2),(1.6.17) 两 式 知 ， 
fial) = f(r) + dla) 


2-1 -1 
= Zk) u,» (z) + 2 (k)uja (z) 


2-1 


= Ха (А) тун (В) ун, (а) 


+ т;+1( + Zuig (z) [ 
s: 

+ 2 75(k)[g i lk) eala) 
k=D 

+ E; (Ë + 2 oat (z) ] 


= Flyma) + 6(b)g (Юе) 


27-1 
+ 27 [s (E)ma (Ë +2) 
ПЕТ 


+ 1,06) яу (Ë + 22) Joze). (1.6.24) 
注意 到 5,02) = s(Ë +22), :;(6) = tk+2) (R=0, ,2 一 1), 所 
以 由 (1.6.24) 式 知 ， 


21-1 
fia (z) = > [s СА) оту (k) + th) gt) vr б). 


(1.6.25) 
我 们 比较 (1.6.23) 和 (1.6.2S) 两 式 的 系数 便 得 重 构 算法 
sje (Ë) = sCR) mjii(k) + tk) go (Ë), 
其 中 有 上 =0,…,2+1-1. 将 人 .6.22) 式 和 (1.6.23) 式 结合 起 来 ,我 
们 得 到 


2 


fila) = 之 5,106) Die CR) 0; gz) 
zitl 


1 
+ Dy yagla ala). (1.6.26) 


ч. 


2-1 -1 
fa (z) = Эу), х) + (wal), 
所 以 与 (1.6. 26) 式 比较 起 来 得 : 


2-1 


2 Ck) ey (z) 


Š 


271-1 


= = > slp; (RE); „б ж) 


= Ssh) be) + sC Ë + Z) pjk + 2u (z). 


(1.6.27) 
2-4 
Элиб) 
y'a 
= > зат (k)q (RJ и; (z) 
Ë Yla Dga) + sai (£ + 2! aja (k + X) Juj (z) 
(1.6.28) 


这 样 ,从 (1.6.27) 和 (1.6.28) 两 式 , 我 们 便 得 到 分 解 算法 ; 
s(R) = slk) palk) + silk + 27) рб + 27), 
(k) = spar Ck aja CR) + s (Ë + Dap (ek + 2), 

其 中 二 =0，…2 一 1， 


$1.7 周期 小 波 的 例子 


周期 小 波 的 最 早 例 子 是 由 直线 上 的 多 尺度 分 析 派 生出 来 的 ， 
ВУ, ос L7{ — со, + оо )й0— “ЕЗ3 МКА, (х) НР) 
尺度 函数 , 即 vV AATE EWE FIR: 
51. 


GVC Var (х) Є У, SARS /(2х)Є У, +13 
(i) Q, = 101, Ọya = 10 œ, + о); 
GAl- п) „е2 Vo 的 一 个 标准 正 交 基 . 
假设 yt x ) 是 来 自 上 述 多 尺度 分 析 的 小 波 画 数 且 %(zy) 与 
br JE OBA SEE BE € Z, ,6=0, 5,27-1,80) = 
23 b(Qir — k), фу (z)=22 (Zr - В). 
定义 : 
gi?) (x) : 一 了 - а), 
уб) := = span | $ %}(z) |4 = 0,2-1, 
gal) := Уб а), 


Wi?) := span | gs alk = 0," -X — 1}. 
那么 我 们 有 
命题 1.7.1 (VP leg 构成 了 L2([0,1]) 的 一 个 PMRA, 
B 
Ф (А = 0,--,2 - 1} 
和 
|) (| = 0,“ ,2 -1[ 
DIA VP BW (VO DW, = VP) КИТЕ ЗА. 

此 命题 的 证 明 是 容易 的 ,我 们 省 略 它 . 

下 面 我 们 给 出 两 个 不 经 由 周期 化 过 程 而 直接 由 前 面 -一 般 理论 
导出 的 具体 局 期 小 波 例子 .第 二 章 和 第 三 章 将 给 出 两 类 具有 不 同 
性 质 的 周期 小 波 . 

#171 B ml 是 下 整数 ,对 C Z, + 


па m 
93+ 


т (a) = = О<а< 2/1, 


显然 ,|m*,1(a)| RAME 2Z 的 序列 .注意 到 对 固定 的 a， 
» 52 > 


mi (a) = 1+ O(2 2m), 


所 以 
# (Ола) = Ц m? (a) 
=j] 
有 意义 且 
sin " 
# (2ra) = za аЄ Z 
2 
an — 
FERAM -V KYR, —2 | >, pret 
2: 
S | f (w(k + 2)) |? 
62 
_ a | sin(2 ak + 2ra) |?” 
Е > 2 rk + 2та 
为 22Z- 周 期 序列 短 ， 
. 2 
_ | sin г 
ST | 8 Ort + 2%))|#>|—®-| >с >о. 
= zk 
2? 


因此 由 定理 1.3.1.1 知 , (2-2) ”为 其 生成 空间 V, 的 
k=0 

基 , 而 不 是 标准 正 交 基 ,但 我 们 仍 可 用 $1.5 最 后 给 出 的 mu; ;的 

构造 方式 , 即 


mf i(k) =e i(k +2), k =0,--,2 A 1. 
那么 由 fF (2ra) = mf j, (a) ff, (r XH oy (x EÊ 
{ 
10 (2-20) 
生成 的 W, 与 Vj 正 交 .这 样 {xz) 便 是 我 们 所 求 的 周期 小 波 . 
. 53 . 


1 = 0,---,27 — 1 


我 们 现在 利用 81.6 给 出 的 理论 举 出 另 一 个 例子 . 
例 1.7.2 定义 211Z- 周 期 序列 yy (RIG € Zs yh F: 


1, ۾ > أ2‎ <p, 

1 _ oil 

2 k= 271, 
m; (Ë) = 1 

= _ 2/71 

2° Ë 2 4 

0 21 < |; |< 2. 


显然 my (EAB (1.6.6), 1.6.8) 1.6.9) Z. (1.6.7) 
式 知 ， 


1, 2 <a < 21, 
+, a= 2/7 
a;(a) = | 
3? a =— 24 -(, 
0, 其 他 . 
这 样 由 uj (z) = Mak + Vajen NJ, 
a€ Z 
ex, - 21 < k cw, 
vlr) = И 5 
cos[ 2n(2?71x)], k = 21-1, 
注意 到 对 固定 的 у RUE, о „(ж ) = о, „+2 (a). 因此 
еліт, 0 < b < 271, 
ul) = соз[2х(277!1хт)], k = 2/71, 
gtr, Le RD, 


8$1.6 的 理论 表明 | Vlez, 为 工 ([0,1]) 的 一 个 PMRA, Ж 
尺度 函数 序列 为 


2-1 | 
#02) = 2 viala) 
71-1 
= У) Pt + oos[2x(27-1z)] 


aa Ota 


. 54 ° 


_ sin2n(2?7! x) 


tan тт 
序列 g PERA 
0, - 20 1 < k < 2, 
js k= gil 
ga (É) = - y, k ,“ئو‎ 


Baas ~2 GRE <—- 271 3k 21 < k < 2:, 
这 里 yA „АЕО 常数 ,从 而 ш, A 
B;,-zicos[2x( 24x) ], k = 0, 
Baie, 0<А< 27, 
2i7yisin[2r(27 4z)]， k = 2171, 
йе”, 21 < k < 2, 


ua] (z) = 


A 
изъ (rx) lk 三 0, ---,27 一 1! 
为 W,(w,@ v, = У; KERZE. 因此 


W; = span [z - 2) [ = 0,:::,22 1, 
其 中 
بچ | ا‎ | 
ó (z) = >; Ве" + > Û; ке” 
#=-2/+1 k=2 ورا‎ 


+ 2iy;sin[2x(2?"'x)] + B;,-zcos[2x(2’x)] 
是 相 应 的 周期 小 波 ， 
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第 二 章 一 类 标准 正 交 周期 小 波 


在 这 一 章 里 ,我 们 将 从 周期 基 函 数 出 发 给 出 一 类 非 稳定 的 正 

交 周 期 小 波 (参考 文献 [111). 所 谓 周期 基 函 数 就 是 具有 正 Fourier 

系数 的 连续 可 微 周 期 函数 (简称 РВЕ). 这 类 水 数 是 由 Schoenberg 

于 1942 年 引 人 人 的 ( 见 文献 [161) .在 本 章 里 ,我 们 用 P(9) 表 示 一 个 

PBF, 它 的 Fourier IF P(0) = ipm, 其 中 pp >20, pm = 
тЄ Z 


P-m- 
§2.1 尺度 函数 


我 们 首先 来 构造 与 P(90) 相 关 的 尺度 函数 .假设 j € Z, . RM 
考察 如 下 空间 
V; := span} P(@ — 20/3) 0. 
这 一 节 的 目标 是 具体 构造 $ € У, 使 得 
1¢,(@ 一 27/3) 
构成 У, 的 一 个 标准 正 交 基 . 
显然 P(0) 的 Fourier 级 数 可 以 写成 下 列 形式 ， 
P(@) = 3 У рле”. (2.1.1) 


£=0 m=kmodj 
4 Pi(0) := 21 һе”. 以 下 我 们 将 看 到 这 个 函数 在 我 们 的 下 
度 函 数 和 小 波 构 造 中 是 至 关 重 要 的 .为 此 , 我 们 给 出 它 的 有 关 性 
质 . 
性 质 2.1.1 BME Pj blê V, 的 一 个 标准 正 交 基 ;局 和 
P 具 有 同样 的 光滑 性 , 而且 P АЖЕ РЕ: 
Pj(@ – 2z1/;) = epi (8), (2.1.2) 
з 56 . 


Pi, (0) = P;(0), (2.1.3) 


+ 
P(8 — 2z1/;) = SA etti pi (8), (2.1.4) 
. k=0 

Fi (8) = LS peg- 21 /jye mt, (2.1.5) 


证 明 因为 集合 1 下 4 中 的 函数 彼此 没有 共 局 的 频率 成 
分 , 所 以 它们 在 工 :[0;,2r] 中 是 两 商 正 交 的 . 为 了 得 到 (2.1.2) 式 ， 
我 们 首先 注意 到 ,如 果 m= kmod; , 则 有 正 整 数 ç 使 得 sx = qj + 
k. Al т(—2т//ў))= 一 2xql —2n(ki/j). 进一步 有 

еї"(6 291/1) — girê 2imck 77 

因为 上 式 右边 第 二 个 因子 是 不 依赖 于 m 的 ,所 以 (2.1.2) 式 成 立 . 
明显 地 (2.1.3) 式 可 由 及 的 定义 导出 .为 证 (2.1,.4) 式 ,可 首先 在 
(2.1.1) 式 中 用 8-2717 蔡 换 9 再 利用 (2.1.2) 式 .注意 (2.1.4) 
式 的 右边 是 有 限 序 列 | Po(0),…, Р, -1(0)1 ТХ Fourier BR, 
所 以 对 (2.1.4) 式 再 作 反 变换 则 有 (2.1.5) 式 . 由 (2.1.5) 式 可 以 
得 到 两 个 直接 的 结论 ,其 一 是 PAP 有 同样 的 光滑 人 性 ， 其 二 是 
以 属 于 V. 因 为 | 鼎 | 二 ) 中 每 个 元 素 非 零 并 且 两 两 正 交 ,而 且 
Ра V( 由 (2.1.4) 式 可 知 ), 因 此 | 及 4 构成 V 的 一 
个 标准 正 交 基 . 

以 下 仅 需 和 证 (2.1.6) 式 . 由 Р 是 周期 基 函 数 的 假设 可 知 , P 
的 Fourier 系数 满足 py = Pm =P-m>O0, ME 


Pi(0)= 2; Pao 


m=bmodj 


由 (2.1.3) 式 , RITE PL, = Pia 证 毕 ， 
` 57 - 


注 记 2.1.1 上 述 结果 说 明 V; 的 维 数 是 7, 因此 |P(69~ 
2nk /i)|-b 是 线性 无 关 的 并 且 也 是 V, 的 一 组 基 , 由 (2.1.4) 式 以 
及 离散 Fourier 变换 的 定义 ,我 们 有 对 任意 的 РЄ V;, 


f(0) = Š jP — 271/3) 
t=0 
SAR 
f(@) = Улак). 
Жр 2.1.2 在 我 们 的 构造 中 ， Рі 12 - 范 数 发 挥 了 非常 重 
要 的 作用 ,由 Parseval 定理 , 我 们 有 
= [PO]? = 2), rb. 
对 (2.1.3) 式 和 {2.1. 6) 式 两 边 取 范 数 ， 我 们 得 到 以 下 非常 有 用 的 
恒等式 
ve = зу = иь. (2.1.7) 
FH, 我 们 将 定义 函数 $, (BO REE ERO) ,并 证 明 它 的 平移 形成 V, 


的 标准 正 交 基 , 且 具有 一 些 我 们 所 需要 的 良好 性 质 . 
定理 2.1.1 假设 上 由 下 式 定义 


PACA) О 
(0) : = TA = > ‚ (2.1.8) 


J 4;(6 —2nt/7) 108 У, 的 一 ees $, ЖРА 

的 光滑 度 , ТЇН. 4, 的 Fourier RW 4(0) = У те” AIH, 
mEZ 

其 中 


# = = =kmodj, 0< £= J -1. (2.1.9) 
进一步 有 % 是 实 的 且 关 于 6 ERRA. 
证 明 ”由 (2.1.2) 式 和 (2.1.8) 式 可 得 


zi —2wikt/j 
#,(0 - and /j)= $ тА 


PL 00) 


. 58 - 


i = eM رو بم‎ (2.1.10) 
о ум | 77 
利用 (2.1.10) 式 ,(2.1.8) 式 以 及 下 的 正 交 性 , 则 有 
($ (9 — 251/3), $0 – 2nl’ 4j)) 
— 3 л 29001 kT A ( Pi (0) ‚ Рі (0) у 
КОР ҮР SIPÎ 


pod 95 _ + . opty А 
_ CA Si e nikl /j лї 1 G 
= Lal - ба k' 
=0 ê =0 2 
3 «2940-00 
2-0 J 
= ð, 


其 中 最 后 一 步 , 我 们 利用 了 逆 离 散 Fourier Kh. CFF | $, (0 
一 1 放生 的 正 交 人 性 得 证 , # 与 P 有 相同 的 光滑 性 是 由 于 开 УР 
有 相同 的 光滑 性 ( 见 性 质 2.1.1). #, ИЧ Fourier 级 数 表 示 式 由 
(2.1.9) 式 , (2.1.8) 式 和 PL 的 定义 得 到 .各 的 Fourier 级 数 绝对 
收敛 是 因为 #, 有 连续 可 微 性 ,利用 (2.1.8) 式 及 (2.1.6) 式 ,我 们 
得 到 


(a = = 3 Pist) 
利用 Ph= E R j= и, п 


因此 多 是 实 的 . Ma $, 是 局 期 的 且 有 实 的 Fourier 系数 , HH $; 
是 偶 函 数 . 证 毕 . 

注 记 2.1.3 现在 我 们 知道 V, 有 三 个 基 , 它们 是 :可 加 细 基 
19,00 = 221/3): ÆR); IME EKA PO - 20143). 53 
外 ,对 YFE V, 由 (2.1.10) 式 及 离散 Fourier 变换 的 定义 可 知 


f(0) = 1309 ~ 2*j) 


+ 59 + 


Ах 
(0) = 3 F(8) (2.1.11) 
f М ¿ * sla 
另 一 方面 , 由 注 记 2.1.1, RNA 
f(0) = ыр — 2nl/j;) 
1=0 
4ARS 
3-1 
fæ) = 214469). (2.1.12) 


比较 (2.1.11) 式 和 (2.1.12) 式 我 们 可 以 得 到 了 在 可 加 细 基 和 周 
期 基 函 数 基 下 的 坐标 关系 为 


д = —®. (2.1.13) 
Jv, 
因为 VC Vy ,所 以 我 们 可 以 将 胡 在 21 尺度 下 展开 
2j-1 
600) = 5142,00 2123). (2.1.14) 
f=0 


这 便 是 双 尺 度 关系 . RATER A af. 
推论 2.1.1 a” 的 离散 Fourier 变换 满足 
1 (2.1.15) 
证 明 由 {2.1.1) 式 可 知 及 = PË + PH, 应 用 该 式 到 
(2.1.8) 式 并 将 求 和 换 序 ,再 利用 м.и, 可 知 
P?(8) + Р (0) 
ф\@)= 
3 Via 
2i-1 
k= ті 
应 用 注 记 2. 1.3, 4 j #2723 并 利用 (2.1.16) 式 可 知 (2.1.14) 式 
中 的 af 的 离散 Fourier 变换 满足 


(8). (2.1.16) 


A Ni 
ЖШ a HHE(2.1.1)2. WEE. 
RIM 4B of 明显 地 依赖 于 /因此 我 们 构造 的 尺度 函数 
和 小 波 是 不 稳定 的 . 


$2.2 小 # 


采样 空间 У, 是 Vj 的 真子 空间 , 这 样 它 在 V2; 中 有 非 平凡 的 
EZR, 即 
W; := Vy O Vj. 
我 们 希望 构造 一 个 函数 ¿ € W, 使 得 他 的 平移 集 
|ó (0 — nk j) 0 
是 w; 的 标准 正 交 基 函数 y; 即 是 小 波 . 
fF | PF BAG, (Pj HDPE V2 和 Vi 的 正 交 基 , 所 以 我 们 
有 以 下 关系 式 


PL = PË + PH, (2.2.1) 
[AP = [PFI + РЕ, |>, (2.2.2) 
у} = = uj + viji- (2.2.3) 


方程 (2.2.1) 式 由 (2.1,1) 式 导出 . 对 (2.2.1) 式 两 边 取 范 数 即 得 
(2.2.2). (2.2.3) 式 是 (2.2.2) 式 的 另 一 种 表述 . 

类 似 于 上 节 关 于 尺度 函数 的 研究 , 我 们 首先 定义 一 些 函 数 ， 
然后 证 明 它们 即 是 我 们 要 找 的 小 波 . 

定理 2.2.1 Hy (HPAEL 


MOE Neri | EPPO). (2.2.4) 


NYO) BSH, 47 PCO) # AF HEHE, Big (8 – 
2rk 7j) С W, 的 一 个 标准 正 交 基 , 另外 p; 的 Fourier 级 数 
` 61 . 


g8) = 2 ge 
хри, 其 中 | 


у 2). 
yt = ейт | Рт = kmod(2)), 
Ё 


O<k<2j-1. (2.2.5) 
证 明 0, 的 光滑 性 论断 由 PF 是 P(2) 的 平移 的 线性 组 合 得 
出 .是 实 的 由 以 下 计算 得 出 : 


2)-1 2) 
(j= S'e ri | His Р? (0) 
% De DPA 00) 


23-1 


-i Ч vz 

= У. ГД ЕЯ P3i_ , (0) 
k= уйу, 
< -i(2j-k)n/j K. s 2; 

= de g Eti рр) 
kol ЈУ2)- BV 2j-4 


Шыл ELp 
= مرم‎ wa Pe (0) 
k=l 
Й ‚ру 
= гё? рр ( @) 
k-0 


= TACIE 
HE 00-1) НОЕ W 的 一 个 标准 正 交 基 ,我 们 首先 需要 证 
ВЯ 400 -2r1/j) € W,. ЖІН Vi 的 一 个 标准 正 交 大， 
所 以 证 明 0,00 = 271/3) W; SOFIE ¢, (6 — 2x1 Z; Ж Ph ЗЕ 
RE. 由 (2.1.2) 式 和 (2.2.4) 式 可 得 


уз ОГ. 
(0 = 201/3) = eerl-204 [EPR (Ө). (2.2.6) 
Ё 


k=0 
由 (2.2.1) 式 ,(2.2.6) 式 及 PH 的 正 交 性 , 我 们 有 
(9,00 – 2r1/j), Ph) 


Mi 


= ева итен» ist | py, |2. 


PVR hey 


利用 必 =1P8|?, 我 们 可 以 简化 上 面 方程 为 
САС Е 2nl/j), PA) 


jj ЛИШЕТ 
— 4 {у ыр _ Eza 
jk Piri 


AW 以 = и. = veo; ВТА EAH 0, Ёр 0:00 — 201/3 )91 
Рі EX. 4(0 - 271/3) №,(1=0,---,3 – 1). 

下 面 我 们 证 明 | 0,00 — 2013) HE W, 的 一 个 标准 正 交 基 . 
B W, ШЕ ДЕ у, 所 以 我 们 仅 需 证 明 该 集合 中 元 素 正 交 . 由 
(2.2.6) x, PH 的 正 交 性 和 w = | PF |, RII AJ | ¢, (6 = 
2ml 7j) =H TEKE : 

(4(0 — 271/3), 6 (0 — 2nl’/j)) 
= ха ikl 145 Уйу 
= 210 Е | 


&=0 


1 2; 2; 
= ЭЕ Gal 《一 уе (| 
k=0 iM Mes; 


_ СА parapa | YB t vË 
= 2,00" Я рп | 
_ 1 а irl -i)i 
_ е (r-i) 
= ду. 
为 得 到 g; 的 Fourier 级 数 ， 只 需 利用 (2.2.4) 式 与 (2.1.1) 式 即 
可 .该 级 数 绝对 收敛 是 因为 p 至 少 连 续 可 微 . 证 毕 . 
注 记 2.2.1 如 果 我 们 将 (2.1.2) 式 中 的 换 为 27 ,并 应 用 到 
(2.2.4) 式 ,可 得 


j=] 2) 
(8) = | ti paj /i 
ф (8) > jee? (Û + n/}). 


因此 我 们 有 


уз yl 
BO- aj) = У) | 7B PHO). (2.2.7) 
gna ¥ JE 
` 63 . 


如 果 我 们 将 (2.2.7) 式 中 的 Pë BURE K Fourier 级 数 ,我 们 可 以 
发 现 点 的 Fourier 系数 是 正 的 . 又 因为 ф; 是 实 值 的 ,所 以 可 以 断 
A (0-1/7) ER, Н о AFERA. 当然 , 也 可 断言 
Ф; 关于 0= —т/] НК. 

НЛ ¢ 属于 V; ,所 以 我 们 可 以 在 2; 尺度 下 展开 : 


23-1 . 
400) = AAG - 211/023)). (2.2.8) 


该 展示 类 似 于 双 尺 度 关 系 式 (2.1.14) 式 . 与 双 尺 度 关 系 式 
(2.1.14) 式 中 的 系数 一 样 ，6b2 的 离散 Fourier 变换 满足 如 下 关 
系 : 

推论 2.2.1 5 的 离散 Fourier 变换 满足 


ы 
бр = ites a (2.2.9) 


证 明 ”由 注 记 2.1.3 及 (2.2.4) 式 ,(2.2.8) 式 , RITE 


解 出 52 即 是 (2.2.9) 式 .证 毕 ， 
82.3 МЕЛ ЫШ} 


获得 分 解 与 重 构 公式 的 最 有 效 途 径 是 将 函数 以 基 { PP 1 М! 
到 


(ө) = SÌ itO- 2117) + SY df, (0 — 2al j). 
1=0 =0 
(2.3.1) 


下 面 的 引 理 给 出 了 在 上 PR IS FHER. 
引 理 2.3.1 如 果 FE Vo 有 展 式 (2.3.1), 则 


AO = Sika + [лд үРР®) (2.3.2) 
k=0 Vi k рм * * ; 
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Sop Ба PAE! sj HR АНИНЕ Fourier 变换 . 
E 由 (2.1.16) 式 和 (2.1.2) 式 我 们 有 


$ (0 一 2п1/3) 
—2niki (25) 
- > e тет РЁ (0 — 2л21/(2у)) 
21-1 mi aed) (25) 
= ve ë— —P (8) 
er ум É 
2-1 
_ 2 PP). (2.3.3) 


#(0 — 213) 的 一 житкен (2.0.6) se ш. w 
(2.3.1) 式 中 ,用 (2.3.3) 式 和 (2.2.6) 式 的 右边 代替 $, (0 一 
nly) FO ¢; (@ nii), WRIA 


Arik 7f 


/(0) = SAS O) 


+ Oh Stay Sheeran оз 
= 0 й=й ЈУ РА 


我 们 也 可 以 将 上 式 变 为 
ғ) -S-Ž de ег280/) 


+e ink /j (безен) вро) 
эр 1=0 


这 样 ,由 st Md, 的 离散 Fourier 变换 得 到 (2.3.2) 式 ,证 毕 . 
作为 (2.3.1) 式 的 补充 ，f 也 可 以 按 2; REER, B 


2j-1 
/)0( = 27 bib; (0 ~ 2al /(2у)). (2.3.4) 
HEE 2.1.3, 我 们 可 以 得 到 F dete | PP 3- 下 的 展 式 ， 


9 
o Жр 


P# (0). (2.3.5) 
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比较 (2.3.5) 式 和 (2.3.2) 式 ,我 们 可 以 得 到 施 KFS Mai 的 表 
达 式 ,这 即 是 重 构 公式 的 离散 类 似 , 这 也 是 下 面 分 解 与 重 构 定 理 的 
一 部 分 . 

定理 2.3.1 让 si, а, ERMA; 的 序列 ，s 表示 周期 为 
27 的 序列 . 如 果 qf, di As 分 别 表示 它们 的 离散 Fourier 变换 ， 
则 重 构 公式 是 


25 
Фа 2 + اھ‎ ы, 0< А523 ~1. 


(2.3.6) 
分 解 公式 是 
1 2>ў 2м; 
ا‎ 
i - 1) у [DBL _ 2, ЫР | 
2 |` Aj 4 Shi j 
(2.3.7) 


证 明 ”我 们 已 经 说 明了 如 何 得 到 (2.3.6) 式 .因此 我 们 只 需 证 
(2.3.7) 式 .在 (2.3.6) 式 中 ,将 & 换 为 &+7 HER vh, h Ка 
周期 的 ,xz 是 27 周期 的 , 则 有 


pos a. 2] 
sj = Е - E, Оч Ас }—1. 


(2.3.8) 
将 (2.3.6) 式 中 的 坟 限 制 在 0 委 & 委 J-1 内 ,比较 (2.3.6) 式 和 
《2.3.8) 式 可 得 (2.3.7) 式 .证 毕 。 

可 见 ,在 离散 Fourier 变换 形式 下 ,分 解 与 重 构 公 式 是 非常 简 
单 的 .当然 ,在 一 般 情况 下 ,人 们 喜欢 用 道 离散 Fourier 变换 和 卷 积 
来 表述 ,因为 任何 可 用 的 算法 都 是 用 离散 Fourier 变换 或 快速 
Fourier 变换 计算 卷 积 的 . 


82.4 小波 空间 的 稠密 性 


本 节 我 们 将 证 明 noo VAE L L -xx] 中 是 稠密 的 . 

定理 2.4.1 设 P 是 连续 可 微 的 周期 基 函 数 . 则 了 ERKA 
样 空间 的 并 在 12[ 一 x,zj] 中 是 称 密 的 . 

TEAR 实际 上 我 们 将 证 明 U УЕ 1— 周期 连续 函数 空间 
cl -xx] 中 是 稠密 的 ,我们 用 反 证 法 来 证 . 

假设 定理 2.4.1 PRY, 则 存在 一 个 泛 函 рЄ С; [ 一 rrx]， 
lol =1 使 得 


| U. v") = 0 
这 样 , 我 们 有 


o(P(6-2nk2%))=0 对 jE2Z 及 N 之 1 成 立 . 
H P 及 其 平移 的 连续 性 ,我 们 有 
o(P(6- @))=0, 8 Є[—-т,т]. (2.4.1) 
将 Р Fourier 级 数 展开 得 
Р(6) = Dpne™ . (2.4.2) 


因为 已 是 连续 可 微 的 ,所 以 它 的 Fourier 级 数 一 致 且 绝 对 收 敏 到 
P. 由 (2.4.1) 式 和 (2.4.2) 式 我 们 有 
0 = 22р vim (ei), 

容易 看 到 ， 上 式 右边 的 级 数 对 任何 6 一致 且 绝 对 收敛 ,因此 定义 
了 C[ 一 x,x] 中 的 一 个 函数 . 因为 这 个 函数 恒 为 零 , 所 以 它 的 
Fourier 系数 也 都 为 零 . 又 因为 р, >0, 0 ple’) =0(¥ mE 
Z). Kit p=0. S| pl = 1 了 矛盾 .证 些 . 

推论 2.4.1 EALE Unesco | bot (6 = 201/2) <2" -1 
是 L2[ -x,x] 的 一 个 标准 正 交 基 . 
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§2.5 PBF -小 波 的 角 频 局 部 性 


在 本 节 , 我 们 将 研究 由 周期 基 汕 数 生成 的 尺度 函数 和 小 波 的 
角 频 局 部 人 性 ,对 于 定义 在 直线 上 的 函数 ,衡量 它 的 局 部 性 是 考察 它 
的 方差 


varl) := RE = to) | f(z) 24е, 


其 中 to := | ol pe) lae. 对 于 周期 函数 ,方差 的 概念 要 比 直线 


上 的 方差 概念 精细 得 多 , 这 是 因为 角度 在 圆 册 上 是 不 连续 函数 .在 
文献 [18] 中 ，Breitenberger 讨论 了 一 种 方差 概念 ,这 种 方差 在 旋 
转变 换 下 不 蛮 且 可 产生 测 不 准 原 理 的 一 个 角 距 离 的 类 似 . 
对 于 周期 为 1 BKE 1 的 连续 函数 了 ,我 们 定义 

r(f) := | 221 9) ao. (2.5.1) 
正如 Breitenberger([18]) 指 出 的 那样 ,如 果 我 们 把 | F(0) 12 看 做 
复 平面 上 的 单位 贺 上 的 一 个 质量 分 布 , 则 r( 让 n 便 是 该 分 布 的 质量 
中 心 .容易 得 到 如 下 等 式 


f le eC A171 608) [248 = 1 = 1С 2. 


在 文献 [18] 中 , Breitenberger 证 明了 1- (+0012 的 大 小 是 
| /(0)2 KF = 局 部 化 有 多 好 的 一 个 好 的 度量 工具 . 例如 ,他 指 
出 ,如 果 | 了 (8)|? 近似 于 5 的 局 部 一 点 质量 ,那么 zt) 近似 于 
e "有 目 1-|z( 记 |? 趋 于 0; 反 过 来 ,如 果 1- |r( 记 |2=0, 那 么 对 
应 于 一 点 质量 的 分 布局 部 在 r(. 记 点 .虽然 有 许多 种 局 部 化 衡量 方 
法 ,但 我 们 感觉 1- | r( 户 | 是 一 个 自然 的 选择 .所 以 我 们 给 出 连 
续 周 期 函数 了 的 圆 方差 如 下 : 

уаг(@) := 1- |т()1%. (2.5.2) 
我 们 将 给 出 周期 基 沙 数 的 一 般 条 件 , 使 得 其 生成 的 尺度 函数 和 小 
波 有 较 好 的 局 部 性 .我 们 需要 一 些 记 号 : 

. 68 - 


гі:= (4) 和 т„:=т(ф). (2.5.3) 
我 们 要 用 性 质 2.1.1 中 的 已 和 以 的 Fourier 系数 来 表示 т Al riy. 
Ж 2.5.1 Ш гі Ae, 由 (2.5.3) 式 定义 , 则 


j Ц ` 2r PnP mt) 
ا‎ (2.5.48) 
J іонны) Мэр | 
i= е"? 3 20 pmpm+1 vet vel i+1 


ИЕТ of VEE vay 
(2.5.4w) 

证 明 由 (2.1.9) 式 , (2.2.5) KR, (2.5.1) K, (2.5.3) RR 
Parseval 等 式 得 到 ,证 毕 . 

WT it с, с, 我 们 要 对 P 的 Fourier 系数 作 一 些 假 定 , 邯 
ры 20, Pm = p-m Bb, BATE PH 
Pmt 
Pm 
是 平方 收敛 的 ,该 假定 可 导出 如 下 非常 有 用 的 引 理 . 

引 理 2.5.1 如 果 序 列 =, 是 平方 可 积 的 且 

ah := UPm=elmd 和 8 i= infmez +r, „2, 


-1 (2.5.5) 


rm = 


(2.5.6) 
则 下 面 不 等 式 成 立 : 
Sa < Dr, 和 8> 0， (2.5.7) 
m€ Z 
У) 230, = Pasi)? Seb 和 Ay > AL. 
m==k{ mdi} 
(2.5.8) 


EM AN ira) „РОА А, ВТЕ 4 m—= + off, r, 
一 0. 这 样 在 of 定义 中 的 上 确 界 可 以 达到 ,因此 存在 一 个 整数 m, 
=k (modj ) 使 得 aj = on 尽管 m, 有 可 能 不 是 惟一 的 ,但 我 们 可 
以 选取 模 最 小 的 使 其 惟一 确定 , 这样, 我们 有 


-1 -1 
Si = VP 
Р=0 k=0 
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明显 地 ,上 式 右边 的 和 式 中 m, 是 不 同 的 .所 以 (2.5.7) 式 的 第 一 
部 分 成 立 .为 证 (2.5.7) 式 的 另 一 部 分 , 我 们 要 注意 以 下 事实 ; 首 
FER (2.5.5), Pmi (1 F ty) pr: 而 ps 是正 的 ,所 以 1 + rp, 
>0. 另外 ,在 前 面 我 们 提 到 当 m + off, r, +0. HE, + 
гы)? 的 最 小 值 只 对 有 限 整数 出 更, 而 1+ r, >0, 所 以 8 必 为 正 . 
现 证 (2.5.8) 式 . 由 (2.5.5) 式 ,我 们 有 
У) ако) 290 Pm 一 Par” 
- У 020221 


< а >] m= (molj) 2P ™ 
回想 起 ¿= | Pil, Parseval 等 式 及 (2,1.1) 式 , 我 们 有 
y= >) rp. (2.5.9) 


m==k(medj) 


将 (2.5.9) 式 与 上 一 不 等 式 比较 ,就 可 得 到 (2.5.8) 式 的 第 一 部 分 . 
该 引 理 的 另 一 个 不 等 式 由 下 面 的 计算 得 到 . 
фа= > паво 
= pe TL + rm) Pin 
22 ВУ: моа)" 
> BA. 
WEH. 

于 一 个 命题 是 关于 尺度 函数 的 局 部 性 的 . 

定理 2.5.2 IRI] r, 由 {2.5.5) 式 定义 且 是 平方 可 积 
的 . 则 对 充分 大 的 у, 

ti = 1+ O(1/;). 

证 明 AW p, 是 正 的 ,所 议 由 (2.5.4s) 式 知 , >0. 由 
Schwarz 不 等 式 ,(2.5.1) 式 及 | 向 | =1 TM, <1. KARTE 
需要 证 明 对 充分 太 的 ; 有 一 个 正常 数 C, 使 得 1 一 ww 和 C7 即 可 ， 
注意 到 
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PmPm+l = 105, + Past ~ (Pm ш Par)’, 


所 以 我 们 有 
J15 2х( pin + Pasi = (Pm = Pmsi)?) 

© Í 0 we md 24 йн | 
在 上 述 方程 中 利用 (2.5.8) 式 的 第 一 个 不 等 式 及 (2.5.9) 式 ,可 以 


得 到 


eas М ++: _ оф | 
2 IY уа 2/80?) 


简化 上 面 不 等 式 , 可 以 得 到 


мі _ 
>F D(1) 
oy gel 
>I 1 22-04 
7 248 
1 es 
= 1 j 2⁄8 (由 (2.5.7) Ñ). 
因此 1 ww 所 CWI. 证 毕 . 
下 面 我 们 研究 小 波 的 馈 部 性 ， 


定理 2.5.3 wr, 由 (2,5,5) 式 定义 且 是 平方 可 积 的 . 
则 对 充分 大 的 у, 
[т] = 1+ О(1/;). 
证 明 :由 (2.5.4w) 式 , (2.5.8) 式 ,{2.5.9) 式 和 方程 pp +1 


= (p2 + pl (рь Pn a AE 


| 1 2-1 _ 
ЕЯ = +2 >; 2al pš, + фы) 一 Zal b, ш Pmi) 
J E=0 | m= .k(moD;) | 
ki СЕЛУ: VELL 
ЕТ VE E1 viva 
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> Pie + vp V ve ME jag _ ойыр Ул йәй 
“itn 2./ у уут 24 ВО) аа 
„1% e vb + vis) йрй _ ар ыйы 
J k=0 24 PVE vod 2⁄8 bka J 
由 (2.2.3) 式 ,我 们 得 到 jSj PB S, i. RF 
2 2j 
Vee itj <1. 
visis 
用 该 不 等 式 和 (2.5.7) 式 到 再 上 一 个 不 等 式 可 得 
> H$ of- (uff + viv Hatha С 


#=0 ыы мр +1 1 


(2.5.10) 
其 中 C 和 定理 2.5.2 中 的 C 一 样 , 即 C = 2) ag m (2B). 

我 们 定义 S, 为 (2.5.10) 式 右边 大 括号 中 的 式 子 .以 下 我 们 震 
要 对 它 进行 估计 .把 S, 定义 中 的 求 和 分 成 两 部 分 并 进行 适当 处 
理 , 可 得 


= > es + ve. yy vei. E Ph + 
2% у Tl ch 
p OB t ih 2 at) af eel | 
күш 
因为 v4 是 ; FRE, „р 是 27 周期 的 ,所 以 上 面 方程 可 以 写成 
5 “glet + va) V УЙ kiri 
2 ve veh vivia 
, G; + УЙ на) V Yk z9 | 
2y PETERT an 


M 


再 结合 (2.2.3) 式 ,我 们 有 


8, = 53 (1/2 + 152 + 10; + 1/28 jan) 
ка af (Т2 + IAB OAH + 1⁄8 у) 


12. 


注意 到 以 上 和 式 都 可 以 写 作 (X+ YA XY ,因此 有 


21 
S> 122 = ;. (2.5.11) 
4=0 
结合 (2.5,10) 式 和 (2.5.11) 式 可 得 
| | 1- C4. 


因为 | SLA- fo] Сиу. HEEE. 
把 定理 2.5.2 和 定理 2.5.3 结合 起 来 即 得 
定理 2.5.4 如 果 序 列 r, 由 (2,5.5) 式 定义 且 是 平方 可 积 
的 , 则 对 充分 的 大 j, 
vary (0) = 0(1/3) vary (0) = 0(143). 


82.6 角 频 测 不 准 原理 


在 量子 力学 中 , 测 不 准 原理 表示 位 置 和 动量 两 种 偏差 的 关系 . 
在 信号 分 析 中 ,时间 和 频率 间 也 有 类 似 的 测 不 准 原理 . 在 [18]， 
Breitenberger 讨论 了 角 频 不 确定 关系 . 

为 了 措 述 角 频 测 不 谁 原理 ,我 们 首先 回顾 /„ 的 方差 ,这 里 1, 
是 角 动 量 算 子 1L, =ih9gz- 分 量 的 期 望 值 . i, 的 方差 为 


Za 2 
4 


ма) = [в өза = (| FOLO) 
其 中 了 是 周期 光滑 函数 是 范 数 为 1. 如 果 关于 角度 6 的 变 差 var/ 
由 (2.5.2) 式 给 出 , 则 角 / 角 动量 测 不 准 关系 的 变 差 闫 似 是 


var (1, Jvarg( 8) 1, 
1 — var;(@) = ah ` (2.6.1) 


这 也 可 以 用 类 似 标 准 位 置 动量 测 不 淮 关系 来 表述 . 定义 关于 I, 
的 传播 为 Ат = var.) .对 于 角度 变量 ,我们 定义 其 偏差 为 


._ var (8) 
А 6: = |I- varð) 
则 角 / 角 动量 测 不 准 关 系 变 成 我 们 熟悉 的 形式 
AL AG 22 h/2. 
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由 (2.6.1) 式 ,我 们 很 容易 得 到 角 频 测 不 准 关 系 . 首 先 我 们 可 证 如 
Ж f 有 Fourier 展开 


f(8) = Shes 
m€ Z 
则 
2 
уаг,(„) = Inh 5 m2 | £, |2 — k? [adm | fal? . 
mEZ тЄ2 
我 们 按 下 式 定义 了 的 频率 变 差 varm) 


А?уагу( т) := vars(l,), (2.6.2) 
以 及 
Am = УД). 
则 我 们 有 
AmAb > +. (2.6.3) 


这 就 是 角 频 测 不 准 原理 .对 于 上 一 节 构 造 的 尺度 函数 和 小 波 , 我 们 
要 估计 不 确定 窗 [] AmA8 的 大 小 .首先 ,我 们 给 出 一 个 共同 的 下 
Ж. 

定理 2.6.1 WR }:>3,/& КУ BE РЕЖ ОЛЛО ПУ ЈА ЯЛ ЖЕРЕ ЖК 
P ERAN, ELE: Fourier 系数 满足 Уут? ph < оо, 刚 对 f= 


$ 或 者 了 = фу; RA 
Am = 43j /6)(1 — 3/3)?2. (2.6.4) 
证 明 ”因为 尺度 函数 $ 是 实 函数 ,所 以 它 的 Fourier 系数 满 
Æ # = $: ,. 因此 由 (2.6.2) 式 可 得 


vara (m) = 2к > ут? | #, |2. (2.6.5) 
и m£ Z 
利用 (2.1.9) 式 , 重 写 上 式 为 
= 2,2 
varg (т) = on > m Рт (2.6.6) 


4=0 mektmodi) J 
这 和 (2.6.6) 式 导致 以 下 不 等 式 
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re ЮЭ amp’ 
` т==Ё{пкуї} ) m 
min m=ktmodi | m | P i 


K пкт. (2.6.7) 

容易 验证 

#?, wR OS k < [j 2], 

G BYP, MUR[ 21 + 1 k <; - 1. 
(2.6.8) 


ПП =k modj т? | := | 


由 (2.6.7) 式 和 (2.6.8) 式 可 知 ， 
[02 j-1 
var, (> 04) SE + > ی‎ 
2 =f k=[;2]+1 


= (1/(3;))([; 2] — 1) (2[; 2] - 1)([; 2]) 
Z (1⁄(12;))(j — 3)(; – 2)G – 1) 
> (1/12)22(1 — 347). (2.6.9) 
将 土 式 两 边 开 方 并 利用 Am 的 定义 即 得 (2.6.4) 式 ,下 面 我 
们 转 到 小 波 情形 的 研究 . 
FAA) ie ESE RK, WUE Fourier 系数 满足 gha = % 因此 
H (2.6.2) ARIF 
var (т) = 2х іт 2}, |2. (2.6.10) 


再 利用 (2.6.10) 式 ,(2.2. 5) 式 和 (2. 5. 9) 式 可 得 
vary Cm) = > vB, У! 2am” Zrm pr 


2ј 
o ju m= той 2; УЬ 


23-1 


„0 
Z 2 Minne bod 2j 1m? (Жш (2.6.11) 
£0 pA 


由 此 不 等 式 以 及 (2.6.8) 式 ,{(2.1.7) 式 ，(2.2.3) 式 ,将 了 换 
为 27 后 可 得 
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1 
vary (т ) > > Sy “hi + So -ay Жы 


k=0 
1—1 2; 

> е“ Жы + > G-k} vitj 
k=0 jika; 

> ¥ {22,( ayn [E + йш) 
之 人 min М м 
1—1 vet + pei 

> Sh minik, G -| 
k=0 


> (14) ymi G = 6)2{ 


= по. S 
в=[1/2]+1 


因为 (2.6.12) 式 的 右边 等 于 (2.6.9) 式 的 右边 ,所 以 剩 下 的 证 
明 与 尺度 函数 的 讨论 完全 相同 .证 毕 . 

我 们 现在 希望 得 到 Am HLA. 为 此 ,我 们 需要 对 局 期 基 沙 
ЖР Ё Fourier 系数 附加 一 些 条 件 .请 看 以 下 命题 . 

命题 2.6.1 Ú pa >3/2, 如 果 在 正常 数 Ci, C 使 得 加 
满足 


(j = o. (2.6.12) 


Сүт Ë < p, < Com, mel, (2.6.13) 
则 在 正常 数 C #, My, 都 有 
Am & Ср. (2.6.14) 
证 明 ПАА ВЕРАЙ 点 RE. 因为 上 是 实 的 ,所 以 
| Ф| =| # „| ,我 们 可 以 将 (2.6.5) 式 重 写 为 


varg (т) = к} m | $, |2. (2.6.15) 


将 上 面 求 和 按 m=kmodj Bh m = eth, =0,1,… 分 成 ) 部 分 ， 
并 用 (2.1.9) 式 代替 445,78 


vars (т) = 7 авуз > > EF phan, (2.6.16) 
k=1 f=0 
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利用 (2.6.13) 式 的 上 界 可 得 
4Cr < 2-24 k 
varg (т) Р > m (1+ a35) | 
8С (а — Daw 2-2 
— (2а – 3)} > j+ 
f (2.5.9) È, (2.6.13) i api 2229026 728, RII 
从 不 等 式 导 出 


4(a 一 NC 
< [Aa T C, 2+2(8-а) 
varg (т) (Ne 


2 
<44) 32928-9), (2.6.17) 


为 了 研究 小 波 情形 ,我 们 首先 从 (2.6.11) 式 ,(2.6.3) 式 ， 
(2.6.6) 式 ,(2.6.17) 式 可 得 以 下 不 等 式 
fm j= 5 >й, 2кт? рь 


2) 


vary, . 
了 =0 Jb m= kod 2; Yk 


<$ yy ph 
k=O mambrod?) Ik 
< vary, (т) 
< СИ2) 14-9 
= CAR) 5242 Ba), (2.6.18) 
bk Ат 的 定义 ,结合 (2.6.17) 式 和 (2.6,18) 式 及 不 等 式 GS 
C 可 以 得 到 (2.6.14) 式 .证 毕 . 
注 记 2.6.1 如 果 在 命 古 2.6.,1 中 «= B68, 则 对 于 尺度 陶 数 利 
小 波 都 有 Am 委 台 .另外 ,如 果 (2.6.13) 式 成 立 , 则 定理 2.6.1 的 
条 件 也 成 立 .在 此 情形 有 Am = O(;), В Am ERER. 
下 面 , 我 们 在 一 定 条 件 下 来 估计 不 确定 黎 的 大 小 . 
推论 2.6.1 假定 对 8GB =a>32, pa 满足 (2.6.13) 式 ,又 假 
E rm 由 (2.5.5) 式 定义 且 是 平方 可 积 的 ，, 则 对 尺度 函数 和 小 波 都 
有 
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AmA@ = Об). (2.6.19) 

EM 由 定理 2.5.4, RITE AG? = уаг 6) /(1 ¬ чаг (0)) = 

O14). BLA Аб = OAH j). AA, HEC 2.6.1, A Am = 
O(7). 综 合 这 两 个 结论 我 们 可 得 (2.6.19) 式 .证 毕 . 


$2.7 例 子 


本 节 的 主要 目的 是 提供 一 些 例 子 ,使 它们 满足 本 章 第 5,6 节 
中 的 条 件 . 

首先 我 们 回顾 一 些 有 关 Fourier 级 数 的 基本 事实 .如果 f Ae 
是 以 27 为 周期 的 连续 阴 数 ,其 Fourier RW fma Ae, .定义 了 和 
g 的 卷 积 为 


f* (8) := EFFO- Dads. 


则 fx g(9) 是 以 2x 为 周期 的 连续 函数 ,其 Fourier 系数 为 flr. 
我 们 将 利用 这 个 事实 去 改造 PBF 类 . 
命题 2.7.1 27 周期 西数 f, Me, BREF AT RN 


函数 .如 果 对 所 有 的 m, f,z, 都 是 正 的 且 级 数 2 | mf kim | 是 


т 


收敛 的 . 则 P : = f x g SES mR, Н ЖЕЕП 


和 
| |а +1 _ | Є |, 
Em m€ Z 
则 序列 
Fin+tBm4+1 2 
一 一 一 1 і, 
Ў. тЄ2 Є 


进一步 ,如 果 | | 和 | gw | 满足 
Cm Ë, < | f,,| < Сот", 
- 78 ， 


Cm < |g, |< Сот, 

(m2:1)Ë ast а„>3/2, WA fg 满足 (2.6.13) 式 且 a = ar + 
ags B= Br t By. 

证 明 iE >, = fon + 1 8m+tS nim 一 1, = fn+1/fm — 1, r = 
En + gı 7 1,5 | | 

rm = (r, + DO, 11) ~1 = уйй + rf + rE. 

再 由 rhe? MCP Mer EP. 证 毕 . 

FTE H PBF 类 一 般 是 迭代 产生 的 ,我 们 首先 从 以 下 分 
段 光 滑 函 数 出 发 


imê С 
9,00) := 1+ >} ç =1 + 2]2сов(т@)/т?. 
mz0 MH т=1 


(2.7.1) 
以 上 级 数 收 敏 到 一 个 已 知 函数 .由 [15，p31j ,我们 知道 RE 0 
=ё@<2лт 上 的 限制 为 


30° – Grå +20 _ 6-1, 
6 


(0) = 1+ z Lea- x), 


(2.7.2) 


我 们 通过 下 面 选 代 地 定义 其 他 函数 
Ry := #9, 5, Y 一 2,3，， (2.7.3) 
FAA ТИШЕ: 
定理 2.7.1 对 y1, RoE 2r 周期 的 连续 函数 , 且 其 Fouri- 
er 展 式 为 


imi кы 
9,00) = 1+ >) ©—=1+22) cos m6) (2.7.4) 
meo PE” Y m=1 M 


对 у222,9,у 2y -2 BE SK FT AES FE RK, Ç BJ Fourier Ж 
数 满足 定理 2.5.4 和 命题 2.6,1 中 的 条 件 (a = B= 2y). ÆRE 
-12 委 812 ,对 于 у21, ET BERT 的 27 次 多 项 式 . 最 后 
我 们 有 ,对 0<02х,1:|<1, 


Y(z,0) := псозй (200 = д)) _ 1 


zsinh (nz) z 
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-XC 1)7*127-2(9 (0) — 1), (2.7.5) 


ELMER | to, ИЛҮҮ 
证 明 利用 归纳 法 及 (2.7.1) 式 可 证 (2.7.4) 式 .号 ? 展 式 中 
系数 的 衰减 性 可 导出 Ry 的 光滑 性, 进一步 ,因为 FB 的 系数 明显 
满足 定理 2.5.4 和 命题 2.6.1 中 的 条 件 (a = 8B = 2у), НЕ 
2.7.1, 驳 y 的 系数 也 满足 这 些 条件 . 
Ry 在 0 所 492x 上 的 限制 县 次 数 为 2y 的 多 项 式 由 以 下 讨论 得 
到 ,首先 我 们 已 证 7Y=1 F X, 是 由 (2.7.2) 式 给 出 .现在 考虑 у> 
1 的 情况 ,微分 (2.7.4) 式 可 以 得 到 
9, (0) = 1- %,,_2(0), (2.7.6) 
这 对 所 有 的 Ө ЯП у222 都 成 立 , (2.7.4) ФИН 9,(0) = 1+ 


25] m? R 905,00) =0. 将 (2.7.6) 式 积分 


9,08) = 1+2>) m+ ff = Rora) dhag. 


(2.7.7) 
WE Noy. (010,27) 2у -2 次 多 项 式 , 则 由 (2.7.7) 式 立即 
FET Ny, (0) 4E(0 2a] 2у KENA. 
为 建立 (2.7.5) 式 ,我 们 从 [59,pt90, 问 题 8] 中 的 级 数 出 发 ; 


У msin( тё) _ _ sinh (zr = 9)) 
m-l m? + z 2sinh (rz) 


， 0< Û < 2r. 


(2.7.8) 
对 (2.7.8)} 式 在 {f0,2rj 上 积分 得 到 


“1 meos(mé) _ 1/2cosh{ z(1/2 — @)) 
2 m2 gt 2=sinh (1/22) + C(z). 


我 们 需要 估计 Сое). ik 9->0, 则 
C(z) = 3 1 _ оі z/2) 


mei т? + چ‎ 


以 上 方程 右边 的 级 数 是 从 cosh (= JT) Mittag-Leffler 展开 得 到 的 . 
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实际 上 由 159, pp136, AF 7] ,我 们 发 现 Dm + 22) = 


ncoth (xz)/2z ~1/(2z7). 因此 C( z) = 1/02). 这 样 我 们 有 
ЭЭ cos( тё) _ ксозй(ж(хт-8))_ 1 _ T(z,0), 
= 


21 зп? + 2? zsinh (rz) 


其 中 0<6<2r，| xz|<1. 再 由 几何 级 数 的 性 质 可 得 
(m? + 22)- = X- 177+1z 2у-2 m27., 
利用 (2.7.9) 式 ， 改变 求 和 顺序 ， 我 们 得 到 


T(z,0)= > pera [22 cost | 


= we 1)7+1.27-209,;(0) – 1). 
证 毕 . 
注 记 2.7.1 Foy BY FI HATE ЖЖ E TEH LEMAR | [0, 2x] 
KIIPE. КЕЩ ДЕШ Maple V 算出 的 一 些 例子 : 
RCo) = Ob te J + х)? _ (@- = 


15120- 317 eal 2 п)“ , (@-x)° 
720 ЕЛ 


95(0)= => 15120 720 144 
g. (a) = 504800 — 1277 , 31 (0 — т)? Tag п)* 
8022 604800 30240 
+ 8-8 (8—-т)% 
4320 40320 ` 


下 面 我 们 将 其 应 用 到 РВЕ р. 为 获得 点 ,我 们 需要 用 PRR 
RAH F6)= 风 用 到 (2.1.11) 式 ,比较 方程 的 右边 可 得 sj = 
0. 该 序列 的 DET 是 常数 序列 吕 =1. 那么 方程 (2.1.13) 式 推出 


对 ch =1, BO DET 并 用 到 (2.1.12) 式 中 , 则 
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#60) = $) dP (9 - 2nt/j), (2.7.10) 


其 中 & = 二 
“Ум 
dy 可 以 类 伏地 得 到 .由 (2.2.4) 式 和 (2.1.12) 式 可 得 


g (0) = Хорив — 2x1/(2;)), (2.7.11) 


其 中 ¿2 = m viti 
* N phh 
§2.8 A 法 


本 节 ,我 们 给 出 PBF 小 波 分 析 的 一 种 算法 .我 们 的 初始 采样 
空间 是 V. 

第 一 步 . 给 出 函数 f 在 最 大 采样 空间 V2* 中 的 数据 (这 有 多 
种 途径 ,以 下 涉及 到 一 些 ). 一 般 说 来 ,f 有 下 面 形式 


2# -1 
f(0) = S P PO 2ni 2), 
1=0 


Жр P E: PPF. tt c? (Е FEFT, 并 通过 (2.1.13) 式 计算 尺度 函数 
系数 的 最 高 水 平 的 EET. 

第 二 步 . 使 用 分 解 公式 (2.3.7) 计 算 尺 亡 函 数 和 小 波 系数 在 
2N-! 水 平 的 FFT. 重复 j 次 直到 算出 所 有 水 平 的 小 波 系数 FET. 

第 三 步 ， 对 给 定 的 水 平 , 用 逆 ЕРТ 算出 在 同一 水 平 的 小 波 系 
数 .我 们 可 以 利用 系数 检测 噪音 , 奇 性 等 等 ,也 可 以 对 系数 滤波 来 
A. 

第 四 步 . 用 FFT 外 理 系数 .用 重 构 公式 (2.3.6) 得 到 所 有 水 
平 的 尺度 函数 系数 的 FFT. 利 用 (2.1.13) 式 ,由 SF SBN? ,并 取 
cf tot FFT, 再 由 第 一 步 重 构 f. 

最 简单 的 情况 是 对 连续 函数 F (OY 2N 个 等 角 格式 采样 , 即 
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y i= Fn 2%), 0j <2" -1. 
我 们 可 以 用 两 种 方法 将 F 投影 到 Var. 
第 一 种 是 用 PBF 去 插值 .这 要 求解 2 个 方程 . 


2-1 Г 
у= SI POR - 1023)), 0) 25-1. 
120 


(2.8.1) 

Boy P J PBF, 所 以 插值 矩阵 А, = P (j - 12%) НЕСЯ 

[60]) ETA. RAR EFI: i yk FR HERE PE , TEE LF 161] 
用 FET 方 法 .(2.8.1) 式 的 右边 是 一 个 离散 卷 积 ,两 边 取 FFT A 

Se = iZ Pal {P(r 28) 3111. (2.8.2) 

我 们 可 以 解 得 C2 FERRE FFT 得 到 系数 ,用 第 一 步 中 的 f 作 为 下 

的 插值 . 为 得 到 小 波 的 分 解 ,我 们 可 以 从 第 二 步 出 发 然后 类 似 处 

理 . 

第 二 种 方法 是 计算 下 到 V2" 的 L2 投影 .用 此 方法 ,必须 满足 

两 个 条 件 ; 一 是 尺度 函数 和 小 波 在 2N 水 平 必须 有 好 的 局 部 性 ,二 

是 函数 ЕЖЕ КШ. 当 这 些 条 件 满足 时 ,我 们 有 


= ШОО. ~ In /2%})а48 


_ r Е(@ + 21 /2%) $n( 0)d0 


ИОТ 


ды 2куро | 28.3 
N ( ) 
我 们 也 可 以 处 理 扩散 数据 . 有 两 种 可 行 的 方法 .一 是 用 PBF 
构造 扩散 数据 的 插值 Pi,( 见 [60]j). 另 一 方法 是 用 离散 最 小 二 乘 
法 求 出 第 一 步 中 的 f HEN. 


° 83 ` 


第 三 章 周期 基 插值 小 波 


在 这 一 章 里 ,我 们 将 构造 一 类 具有 下 列 性 质 的 周期 小 波 : ЇН 
值 性 ,对 称 性 ,任意 阶 的 光滑 性 , 实 值 性 ,精确 的 解析 表达 式 , 双 正 
交 和 局 部 性 . 主要 相关 文献 为 :[23],[24],[25],[621. 


83.1 周期 基 插 值 小 波 的 构造 
3.1.1 基 揪 值 尺 度 函 数 序 列 的 构造 
假设 7 是 一 个 大 于 或 等 于 0 的 整数 ,KK 是 一 个 正 整 数 , K, = 


DK ,如 = 经 .让 g(z) 是 一 个 2л- AAEM FT НОЕ Ж Fourier 
ABATE, Н 


g(x) = Dd, (3.1.1) 
162 
其 中 d,>0(n€Z). 
定义 
V; = span{g(x),g(2 一 hj), ,BT 一 (К, 一 1)А;)}. 
(3.1.2) 


我 们 知道 ату, = K; УСУ; 1. 
FEM 3.1.1.1 对 1=0,…,K 一 1, 定 义 
K.-1 
Ala) := D>) glx + kh el 
k=0 


= K; Dd, OK ?*, 
иЄ2 ÎÛ 
=i j 
Zila) := 209 


LAW 
我 们 容易 验证 
，84 ° 


(21,2, = б, 1,» 
其 中 0S, LSK -1, В. 
Zia + kh;) = MZ (x). (3.1.3) 
因为 200) = K, Уак > 0, 所 以 我 们 有 下 列 定义 : 
62 7 
€% 3.1.1.2 X“;20,; € Z, E 


K.-1 
J 


а) = K بے‎ Ж 


那么 我 们 有 结论 : 
定理 3.1.1.1 假设 g(z) 满 足 (3.1.1) 式 . 令 V,,$ OHA 
(3.1.2) 式 和 定义 3.1.1.2 中 的 一 样 ,那么 ; 
1. 贞 (zz) 有 基 揪 值 性 质 ， Вр $ (Phi) = даь (R=0,1,., 
K, -1); 
2. 1C- hi) 是 V; 的 一 个 基 , 即 
У, = span] #(-— А) | # =0,1,,Kj =1; 
3. $ (=) 满足 下 列 尺度 方程 ; 
$ (=) = 3.100) 


+ > BE + D hi) (z — (22 + 1)h;4). 
证 明 从 (3.1.3) 式 ， 


ACD — 1 SA Cum, - 
$ (khi) = 15) Zo) = K 23% › = до. 


Fg #,(: RAE У, ,зрапі AOAC h), BO СК, 
- 1) ICV, MAREKI $; (° — hI 是 一 个 线性 无 关系 ,所 
Ш У; =spant$,(+ — Ph )|b=0,1, K; ~1}. REE J Bae BP FJ A 
$ (+)BJ MB (B 8]. UES. 

点 (z) 称 为 周期 基 岳 值 尺度 函数 (简称 PCIF). 

3.1.2 基 揪 值 小 波 的 构造 

在 这 一 节 里 ,我们 将 构造 基 揪 值 小 波 .对 /=0,…, KK; 一 1, 定 
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Ri€x) := {с Zi a) _ RZE (х) ns ， 
(3.1.4) 


ГЕЛЯ 
jti 
RP = TAE 


543.1.2.1 Xİ 2,A=0,-°, K -1, 
(Е (х), A(z) = 0. 
证 明 A 的 定义 ,我 们 有 
Z) (e) = ezia) + 2402). (3.1.5) 
因此 从 (3.1.4) 式 ,(3.1. AR Z1 的 正 交 性 ， 
(Ri(x),Z'(x)) = haje. | A" | 


-ckr | Zç ы “фуд = 0. . 
因为 
Кіа) = ch ZG) + ZR) > 0, 
FELA ТАТЕ Е X. 


к, А 
1 Flax) 
L(x) := 5) Ri Vina)’ (3.1.6) 


注意 到 
RI CRA, + hja) = MARCA), 
因此 我 们 有 
Rilkhj thin) _ 1 <S À 
L;(kh; + hir1) = ) Ë, 1 ے‎ -ikh = 8, . 
1 ЕУ Е}\А |) K 2° 0,4 
定义 3.1.2.1 


W,:= spani RH (rJ |? = 0,**,K; =1}. 
那么 由 引 理 3.1.2.1 ,我 们 知道 
W, C М; O У;. 
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再 注意 到 对 每 个 j, Llr- bh El R REA, 
所 以 
spani L,(z — khj):k = 0e, Kj - 11 C. W, C Vii  V;. 
但 
dim(span{ L(x ~ АА): = 0,7, K; — 1th) 
= K; = dim(V,41 О V;), 
因而 
W, = V, У; = spaniL,j(a — Bh) | k = 0,1, K; — 1i. 
这 样 ,综合 上 述 讨论 我 们 得 到 
定理 3.1.2.1 jE $ FL; 分 别 是 定义 3.1.1,2 和 (3.1.6) 式 
中 的 落 数 ,那么 我 们 有 
1. {L(x а) о 是 W, 的 一 个 基 ; 
2. Lj(bhj + Ву) = 80.2.(8 =0,°",Kj-1); 
3. 上 L(x) 满足 下 列 双 尺 度 方程 : 


Kl 
Lile) = #a(z Ajay) + DIL Cay) zt — 4А). 
1=0 
L(x) 称 为 周期 基 括 值 小 波 ( 简 称 PCIW). 
BR $ (z), L; (x) 是 g(x) 和 它 的 平移 的 线性 组 合 ,所 以 
$5(z) 和 工 (x) 的 光滑 性 是 与 g(x) 相同 的 .因此 我 们 可 以 构造 任 
意 阶 光滑 的 周期 基 插 值 小 波 . 


3.1.3 尺度 函数 和 小 波 的 对 称 性 


在 这 一 节 里 ,我 们 假设 g(z) 是 实 值 的 再 关 于 原点 对 称 , 即 
g(x) = g(-2) = glr}, 
HASAN n EZ, 
d, = d_, = dy. 
我 们 容易 证 明 下 列 结论 ; 
IE 3.1.3.1 假设 Z, 4"! 分别 是 定义 3.1.1.1 和 
(3.1.4) 式 中 的 函数 .那么 下 列 等 式 成 立 ， 
. 8? ° 


(х) = Z (x) = Zk, (х) = Z(-— z), 
cit! Ка cit) +1 


i= CK, wet 
现在 我 们 给 出 这 一 节 的 主要 结果 . 
定理 3.1.3.1 假设 和 (zxz), 上 (xz) 分 别 是 定义 3,1.1.2 和 
(3.1.6) 式 中 的 函数 , 且 g(r ARAR, d, = d ` .那么 
1. $ (х) Н $ (— z)= $ (z); 
2. L, (z) 3А. Lj(hi+l +z)=L (Ауа 1-х). 
证 明 1. 由 引 理 3.1.3.1 和 Zk (x)= (=) 


因此 
K -1 — K.-1 
_ Ls Д(- x) — As (хт) = оф 
Са) = K, Z(0) K; Za Z ,(0) fiz). 
2 注意 到 


= fei) (х) — 4 Kl Ži 69) Ген 


= fot! Zi (x) 一 с1,2 Zik: L С) е н 


= (ж) = Rj). 
因此 ,由 Rk (z) = (х), 


> 


№ (А-х) = Ri oe) тизи 


K.-1 _. 
1 Ri (hja - х) 
L. (h... — = F 
36 十 1 x К, = Ri(h;a) 
= 1 Ў Е? (ha + х) 


К; 1=0 Е (һу) 
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= (Лил + z) 
=L(hr + z), 
这 表明 L (z) T hi+! 是 对 称 的 .证 毕 . 


3.1.4 ”对偶 尺度 函数 和 对 侦 小 波 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 利用 循环 符 阵 和 它 的 性 质 来 构造 对 偶 扩 
度 函 数 和 对 偶 小 波 . 首先 ,我 们 有 下 列 引 理 : 
引 理 3.1.4.1 假设 $ (z) 是 定义 3.1.1.2 中 的 函数 ， 


221 А 一 
w :=eK = e, F = ی ) ل‎ ۴ i , 
.. K.-1 
G; :=((#(:— ty) CO hD os 


P(z) = SAO, 8C- БУГ 
那么 G, 是 一 个 可 逆 循 环 矩阵 目 
Gj = ЕАЛЕ", 
其 中 A, = diag} P,(1),P,(w) e, P05 Df. 
БЕЯ 由 上 史 (z) 的 周期 性 ,我 们 知道 
《而 (并 一 thy), $ (z kh)? 
= (f(z), $j =~ (k — Dh), 
这 表明 С, 是 一 个 循环 矩阵 . 
从 文献 [54] ,我 们 知道 С, 可 由 矩阵 对 角 化 , 即 
G = FAF", 
其 中 Aj=diag[P(1) ,Pi(w),…,P;(wS 1)} .现在 我 们 需要 验证 
P(e)#¥0(r=0,.…, K; -1). 
事实 上 ,由 定义 3.1.,1.2 和 Z 的 标准 正 交 性 ;我 们 有 
WZ? gy 


da 


K.-i 
= ty 
《而 ( 工 ) ,而 ( 工 - khj)) = кз?) 2100) 12° 


对 r=0,-,K;—1, 
. 80. 


K.-1 


i Z 
Pila) — ram al У еб Г), 
К I Z |!“ 
=K 120) É > Ü 


因此 , С, E— AG, = FA F" .证 毕 . 
定理 3.1.4.1 假设 A; 和 F 是 引 理 3.1.4.1 FH Aj, F,e= 
(1,0,4,0) € RK. J K; 维 单 位 向 量 , 且 
$ (=) 
B(x) := ePAjIF" file h) ke V;). 
$ (= 一 (К, = 1) hj) 

那么 ,| P Ce- kh; pho өе MD И 即 
其 中 k,l =0, K. = 


证 明 让 
0 1 0 Ü 
0 0 1 0 
I: = Cire(0,1,0,-.,0) = |0 0 0 0 


1 0 0 0 
注意 到 FA; F^ ЧАРЕ FA; FU = ПРАГЕ" ,所 以 
F(x — kh) =cll*FAj'F* ‘($l flr = Ау), 
$ (= = (K, 1)А;))”. 
这 样 ， 
($ (= = kh) br — D;)) 
(602), AE: ш ihj)? | 
- HFA; IF? ($ Cr- bile — th;)) 
(O(a = (K; 一 1)h;), B(x 一 {А;)) 
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或 等 价 地 
(B(x ~ Аһ), (z ho 
=1+ ЕДЕ". G = I. 
因此 我 们 已 经 证 明了 | F(x- kh) SELB (z — bh) ES Wt 
偶 基 .证 毕 . 
类 似 地 ,我 们 有 
定理 3.1.4.2 让 


губа) = SNLO) LC- в), 
#—ф f 


L (z) =e + Е ° йав!(Г(1))7!,(Г(ф)) t, 
“(Tas 1) Е" 
L(x) 
L(x - hj) 


L(x ¬ (К; 1)h;) 
那么 
《ic 一 直下 二 人 
HF А,1=0,1.--,Ку-1. 
CoP + (eR? 
HY F(a) = К, 一 >0, 所 以 定理 3.1.4.2 
[RCA 
的 证 明 与 定理 3.1.4.1 的 证 明 类 似 ， 
对 称 也 是 小 波 应 具有 的 性 质 之 一 . 由 于 $; ML; 是 对 称 的 ,所 
以 我 们 有 
EH 3.1.4.3 假设 g{z) 是 关于 原点 对 称 . 那么 AM 
上 Lj(x) 也 是 关于 原点 对 称 . 
证 明 WERDE $r) MF: 


K.-1 


2 


Ф (z) = 2 аф (x — kh;). 
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那么 由 $, 的 周期 和 对 称 性 ,我 们 有 
CA Dag + hhi) 


L 


K- 


=соф(х) + У кавс — kh;). 
因为 
Cire(egs***+¢K,-1) = РАЛЕ“, 
Aj = diag} P;(1), P;(w), =, P (a 881); 
ES (AW , PF Circ( co,*…， cx,-1) 是 一 个 实 Hermite Е, 3F Н. 
Ck =k Ck: 
这 样 ， 


K.-1 
d 


#%(- z) = Dahla- kh) = P(r) 
FERNET Г(х)= F(x). WEE. 
显然 , $ WC; ЯГ я 相同 的 光滑 性 ， 

3.1.5 算法 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 给 出 前 面 构 造 的 周期 小 波 的 分 解 和 重 构 
算法 . 设 (E V WARES FLz ) 为 设 


K1 


fle) = LE Khir) 


= Se Be bi. (z = ЁР). 
к=0 


K -t 

$a (r) = > lait (x 一 th;) + iL; (= 一 hil, (3.1.7) 
-ü 
K i 


flr Аа) = У) {р(х — thy) + L(x = Ih). 


(3.1.8) 
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那么 
K- 


$, (= 一 2khj+1) = > Ка), (z _ th;) + O(a - th;)| ; 
f=t 


$. (z 一 (2k + Daj 


K.A 
一 > pi h (x — thy) + Ызба — thy) t. 
因此 


Кх) = УУ) lal. (zx — ihj) + Ыбх 0) 
+ > Т ав (z = thy) + qa L; (x — hj)! 
K- K i 
=> | > [ај ы + pl- и ]1 $ (x 一 th;) 


У и. Ш + Фа] Hie — №). 
这 得 到 下 列 分 解 公 SA, 


K.-1 


= 2 [а{-ыбы + ph. kai], 


s| = Уи авт + йыбы]. 


因为 
f(z) = D Bree = yrs) 
Kl 
L, (z) = > L (h; pra уа), 
所 以 简单 的 计算 给 出 


后 -1 K.-1 
> 8; (x 一 kh;) + DEAE 一 kh;) 
k- Ü 上 一 各 


. ӨЗ, 


J 


= УУРУ Ab (Cr ою) 


K.-1 
6-0 
-1 


Ч 


+ SJ С 26) jar) ваба — а). 
因此 我 们 有 重 构 公式 ; 
ttl = Sig (Ci —2k)h; a) + AL; CCL = 2b) Aya) 1, 
或 者 


K. 
mn = + WALL = EDR), 
£- Ü 


Kl 
ih = > КД 一 k)h; + В) +з]. 
余下 我 们 需要 计算 系数 ol, bi, рі й. A 
ilr) = > faib; (x — hi) + bIL,(z — Ih;)1 


各 多 (xz) 与 让 (> ) 为 对 偶 知 ， 
a} = 《 ф(х 一 thy) Prr). 


回忆 到 
% (x) = 5 W (Eh. )$a (z вы) Є Vyas, 
k 
所 以 
Кл! 
а} = > $; hj ala 一 khj+1 一 thy), бх) 
= Š > #(( = 2) Ay Parle 一 khi) $. (z). 
同样 地 ， 我 们 有 


н = Š) ГСО = 20 aja bx АА) B(x), 
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ti = x _ 21+ Dh; Bale = khu), Balad), 
qj = 3y Ejk 28 + DR) (б — Bh;a),%, (z). 


$3.2 PCIF 的 局 部 性 质 


在 这 一 节 中 ,我们 将 用 两 种 不 同 的 方法 调查 前 面 构造 的 周期 
基 插 值 尺度 聊 数 的 局 部 性 质 .第 一 个 方法 是 样 条 方法 , 它 表 明 某 类 
插值 函数 在 一 个 周期 内 是 指数 衰减 的 , 为 简单 起 见 ,我 们 仅 对 
Bernoulli 样 条 使 用 这 种 方法 .实际 上 , 样 条 方法 可 以 对 较 广 一 类 函 
数 使 用 ( 见 文献 [55]) .第 二 种 方法 是 由 F. J. Narcowich ЯП J. D. 
Ward 在 文献 [11] 中 介绍 的 角 频 馈 部 化 方法 . 


3.2.1 周期 基 插 值 样 条 


定义 3.2.1.1 让 Mi(z) 是 集合 | 1, MEKKE 
My (E Mi(z) 自 己 卷 积 自己 m W. 

容易 看 到 

M,, (x) E Sp: = |s(z)|s(z=)€ C17, OR m BB, s(x dE 
整数 点 "有 简单 结 点 ,或 者 如 果 m 是 奇 ,s(z) 在 半 整 数 点 "+ 六 
有 简单 结 点 , 且 *(z) 限 制 在 任何 两 个 结 点 的 区 间 上 为 次 数 不 超 过 


т 一 1 的 多 项 式 . 
в 
К; 
Sy, (hj) “二 кс) | (т) = ‘teh sle `.) Є sah 
其 中 两 =2K AK) =T, T>0, hoi =h =E. 


PEIB 3.2.1.1 
Gi) H glx) € Sy, (h; ABA RR m 是 偶 的 , 则 g(z) 是 一 
. 95 Й 


个 次 数 为 m -1 HARA ih; ТЄР: 如 果 m 是 奇 的 , 则 
g&(z) 是 一 个 次 数 为 m -1 FEAR (+h; |1€ Zi 的 样 条 . 
(ii) 如 果 ;=0,ЖЕ S,(h;)= S,,. 
EX 3.2.1.2 
SnG T) = lg | g(°) € Sah) eC) 是 工 周 期 的 }. 
(3.2.1) 
让 y= | 是 一 个 给 定 的 数列 , 足 标 „ 跑 遍 Z. 在 给 定 的 函数 
空间 S 上 找到 一 个 后 数 F(rz)(zER) 满 足 关系 
F(v) = y, (3.2.2) 
(vEZ) 的 问题 称 为 一 个 基 插 值 问题 ,我 们 用 符号 CIP(y,S) 来 表 
IN. 
让 5220, 84175626 
Е, = {F(x) | F(a) Є C, F(z) = OU r 1f) (z >t), 
特别 , Fo 是 连续 有 界 函 数 类 . RNS BMRA F* = 
U >o F,. 
下 列 引 理 表 明了 插值 条 件 (3,2.2) 式 在 两 个 类 
Sa F* 和 Ү* 
之 间 建 立 了 一 对 -一 关系 ,其 中 Y* =U oY, A 
Y, = {у= fy] ly, = ОС» 1), и ©}. (3.2.3) 
引 理 3.2.1.1( 匈 文献 [56]) 插值 问题 
CIP(g,5,, П Е,) (3.2.4) 
有 解 当 日 仅 当 yE Y ,并且 如 果 (3.2.4) 有 解 ,那么 解 锥 一 . 
推论 3.2,1.1 给 定单 位 序列 8= {6,|, 其 中 车 v=0,5,=1; 
Ж v40, 6, =0. 那么 CIP(6, S, 门 Fo) 有 惟一 解 ,我 们 用 Е, (x) 
来 表示 .因此 
F,(v)=6,, Brave Z. 
BIE 3.2.1.2 РЖ Е, 《xz) 满 足下 列 不 等 式 ; 
LF, (x 1< Се =”, 所 有 xz ER. (3.2.5) 


Ei 3.2.1.2 BIH 3.2.1.2 的 结果 对 L 样 条 可 以 在 文献 


[57,pp179] 中 发 现 . 
定义 
у(х) = УЈЕ, (hj le — 1 - vk). (3.2.6) 
€ Z 
我 们 有 下 列 结果 : 


定理 3.2.1.1 XH 1,0SISK; 1,8 У, (=) AAMT 


(1) y. CA) = 051, ASK; -1; 
(i) P= lr, jli Ж Š, (7,T) 的 一 个 基 ; 
(ii) ук, Са) НТА М: =й 
(iv) 存在 常数 С, 和 С, 使 得 
Гук it) IS Се lM, War € [0, TJ. 
证 明 (i) 
Yı (hh;) = ХЕ. (hy ha - í — vK;) 
= 2-1, = буо = бун. 
(ü) 因为 F(z) E Sm ARM S, BEX, F(x = v) € 
Sm{v 是 任意 的 ), 从 而 
F,,(Ajiz — L- >К) Є S,,(h;) 
和 
%,j(2) = D Falh’ -1-,К)Є 8,(3,Т). 
如 果 存 在 常数 | Cj! 使 得 


K.-1 
s С jz) =0, УхЄ[0,Т], 
=0 
那么 
K.-1 
SC (An) = С, = 0, A = 0,1,.,К, —1. 
f=0 
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因此 ,fy (О! EPR. HOPS, (iT) 的 一 个 
(ш) 从 yk ,,;(z) 的 定义 ,我 们 得 到 
Үк „(— т) = DOR, (АЕ — Kj- vK;) 
1 „Є 2 
= УЕ, (hil + Kj-1 十 vK;). 
这 是 因为 F,(z) 是 偶 的 ([56,pp414,(3,4)]). 令 = - 4 - 1, NI 
我 们 有 
Ук, б х) = 228, (hy = + Ky (А + 1)K;) 
=> F,,(hj'x = Ку —АК,) = Ук (х). 
所 以 Ук, ,,(x) 是 偶 的 .因为 
Yk „iM 一 a) = > IF, (Aj! (M 一 a) 一 Ку 一 vK;) 
, xC Z 
= УЕ, (ва = M) + Ку + К) 
v€ Z 
= DIF, (h; (a + M) — 2Ма + Kj- + К), 
£ Z 
因此 Ук, À (M 7 a)= yka (M +a), Ё Ук, i RTA M 对 
Ж. 


(iv) Mii) 知 ,我 们 仅 需 要 考虑 zE[M,T] 的 情况 .由 引 理 
3.2.1.2 Hi, 


| Ук бк) |=! Fna (hj - К-К ;) | 


5920 al 26, lr К, 107 -T1 | 


=f, + I, + l. 
下 面 分 别处 理 这 .= 项 ， 


h= > Cpe! -2Ж, (oT-(2-M)) 
х221 
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图 ye ` _ 
< Cel zÉ, ((v-UT+(z- MD) | 


væl 
_ JK _ j. i 
-Cel 2Ж, (= M| (ZR) ر‎ _ 1) 
= Ce! -2r (2-м) | 
= Cl, 
-2 (+- і i 
其 中 Cel n м} a = 0ز 1734 _ ر ی‎ EAR 
的 .对 D AET FATE 
Г, 一 Cel -2K | = &, 
_ К 
L= \с, {-2 Cll TCM) | =h. 
3 之 ° ! 
所 以 
ж 
1, + I + 1; = (2C! + 1)С,е! 2 fr, (=0 | 
< a1) 
чш 5 
这 里 Ci ,C2? 是 常数 .证 毕 . 
注 记 3.2.1.3 从 (iv) ,我 们 知道 当 j->oo 时 , ук (х) ER 
很 快 (x€E[0, 7 了】). 
3.2.2 Bernoulli 多 项 式 的 表示 


现在 我 们 构造 Š, (j ,T) 的 另 一 个 基 . 所 谓 Bernoulli 多 项 式 
是 定义 在 区 间 I= ГО, TIE, KEAN n 且 满 足下 列 条 忻 的 多 项 式 : 


box) = 1,8,(2) = B,C), (Dat = 0, >1. 


(3.2.7) 
显然 ,根据 上 面 规则 ,我 们 有 


$,(+) = Ja 一 Tr) + L, 


3 2 
Ф,(2) = A 一 1.2 + Trs 


т? Т! 
247 ~ 720° 


4 
(x) = 5 Da’ + 
lA 3.2.2.1 “Т=2х, А 
$, (x) =- 1,08) (3.2.9) 


ЖКН О, 25 ЕЙ] Bernoulli 多 项 式 ( 看 [58])， 
以 周期 TARE $P, RHEE Fourier 展开 : 


$, (>) = -FX Lain 2л, (3.2.10) 


(3.2.8) 


(z) = У L cos “Лу. (3.2.11) 
一 般 形 式 为 
$, (x) --2(э! У Јов (= - z), (3.2.12) 


H 名 ,满足 (3.2.7)(m=1,…). 

函数 $, 在 以 2x 为 周期 的 可 微 函 数 类 中 起 着 很 重要 的 作用 . 
让 我 们 回忆 下列 表示 定理 . 

定理 3.2.2.1 《〈 见 [56]) 函 数 SATS, (у, ТАТ 
写成 下 列 形式 ， 


к! 


f(x) = ao + Dohla — hj), (3.2.13) 
v= 
其 中 
cg +-+ ©к,—1 = 0. (3.2.14) 
更 多 地 ， 


ay = +P sade, 


с, = = [AP Cah; + 0) _ PP Ch; -0)], 
(3.2.15) 


其 中 ,=0,1,:-,К;-1. 因此 表示 式 (3.2.13) 是 惟一 的 . 
从 定理 3.2.2.1, 我 们 得 到 下 殉 推 论 : 
推论 3.2.2.1 
а) ` т HER, 
[lB ro vhy) = $, Ca (Ку 1)А;), ы 0 


是 > VA: 
` т 为 奇 时 ， > Gj, ТУЙМЕ 
1 


v = 0.4K, "n 
我 们 重 写 (3.2.12) 式 为 


$,,(a) = - (去 ) SY l (YY)| (3.2.16) 


vÜ (i) i 


定义 
BICE) := Dhala — А) еМ) (3.2.17) 
А=0 
我 们 可 证 明 


ilh 29 


Bf (т) = ef iT pm, і (3.2.18) 


B (0) = - (去 | К; > [iti + Е Jj” 


zü 
0< =< K; =1. (3.2.19) 
事实 上 ,将 (3.2.16) 式 代 人 (3.2.17) 式 上 且 让 z = rh, , 则 我 们 可 得 
(3.2.18) 式 .同时 ,从 (3.2.19) 式 ,我 们 有 
当 m ER, BrO £0, 0 = К,—1, (3.2.20) 
当 м E, BIO £0, ISIS KO- 
但 В (0)=0 (т AF). 
Е 
000) := ВР (х)/Вт (0), (3.2.21) 
则 这 导致 5700) =100< 2K; -1). 
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定理 3.2,2.2 假设 T FFE OBR bn e =l, K. 
一 人 为 (43.2.21) 式 中 构造 的 . 那么 


K.-1 
р(х) -= ral + Saria) h, r€R (3.2.22) 
J i= 1 


是 在 8,03, ТЭН 
ر )"م‎ = б, О<у& Е; -iÍ (3.2.23) 

的 惟一 周期 Lagrange AŽ. 

更 多 地 ,对 fE C7, 存 在 惟一 函数 Q. (/)€ 5,03, THERE 
点 vh, 揪 值 f(y€ 2). 

ШЕН ”为 证 明 (3.2. .23) 式 ， 在 (3.2.22) 式 中 , 置 z = h, BA 

K.-1 
o (hj) = ral + Ув i(yh;)) = Eye) - = So, 


жй (3.2.23. 现在 我 们 证 明 ori S (7, Т) PT. iB E 
这 立即 来 自 (3.2.22), (3.2.21) 和 (3.2.17) 三 式 , 因 为 


K.-1 
p(x) = xl! 十 Уа 一 Аһу), (3.2.24) 
其 中 


= .dl Ke0=0. (3.2.25) 


p(x) = yo0j(z)， (3.2.26) 
)م‎ = hi) = у, (2). (3.2.27) 
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证 明 从 定理 3.2.1.1, 定 理 3.2.2.1 和 周期 Lagrange 函数 
的 惟一 性 ,我们 有 (3.2.26) 式 和 (3.2.27) 式 .证 毕 ， 

注 记 3.2.2.2 从 定理 3.2.2.1,(3.2.21) 式 和 (3.2.17) 式 ， 
我 们 容易 构造 周期 基 插 值 样 条 函数 . 

定义 g(x) 

g(z=);:=- (G)"”#,(z) (m BAD, 

其 中 向 (z) 是 (3.2.16) 式 中 的 .那么 g 的 Fourier 系数 是 正 的 . 根 
据 §3.1.1 中 介绍 的 结果 ,空间 У, (= Š, (j, 个)) 可 构造 . BK 
рі (х) (3.2.22) 4) EE У, 的 尺度 函数 .从 (3.2.27) 式 和 定 
理 3.2.1.1 的 (iv) 知 ,函数 p(x -MEAE z€ [0, T]) у 
向 无 穷 时 指数 衰减 . 


3.23 PIC 的 角 频 局 部 性 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 利用 第 二 章 所 使 用 过 的 角 频 局 部 化 方法 
来 证 明 第 一 节 构 造 的 PICF 具有 局 部 性 质 . 为 了 方便 ,我 们 重新 定 
义 范 数 为 1 的 连续 周期 函数 f 的 圆周 方差 为 
Var(f):= 1-Iz(/) 1, `“ (3.2.28) 
其 中 (2) = ауе) dz. 这样 定义 的 方差 同样 可 以 刻画 
局 部 性 质 ， | 
令 
f(z) = Ded > 0. — (3.2.29) 
BEZ 
i dl, € I. 使 用 这 个 函数 我 们 可 以 构造 PCF $3.1). 8 
fla JEM 3.1.1.2 中 定义 的 函数 .现在 我 们 探讨 PCS (x) 
的 局 部 性 质 . Е о 
显然 ,上 的 范 数 不 是 1, URIBE с( 六 的 定义 为 


r(f) = 去 | = f(z) ави fil? (3.2.30) 


E., 
103. 


Fi := КЛЯ(0) = Dadri. (3.2.31) 
n€ Z и 
KO (BIE XL ,我们 得 到 


Ж) = к PE 2@ (3.2.32) 


后- 


2)" еф 00) de 


(E) Sy (3238) 
=) — — .2. 
К, =k FEZ S} 


БИКЕ ГИЖЕ | 6, 2 如下， 
Kyo d _ 2 
кердг 5) >=]. (3.2.34) 


31+1 


{=-К, n€ Z 34 
从 (3,2,33) 式 和 (3.2.34) 式 ,我 们 有 
| Var(#) | 
К. ү-1 a _ 4 4 _ 2 
_ 1 aK, ІК 7-4 _ ak, i 
-| | $ а, Ж] $ Tja 1 | 
кач dak,- -ł-1 Факт ч 
<т sl Р FF 


зк, 1-1 алк, г 2 
一 一 一 一 一 -一 一 (3.2.35) 


"тїк, Ыы Тт 


为 了 估计 уз $) FRR ZE RRt, RIRE dt, Ж 
加 条 件 . 


IE 3.2.3.1 Ви 7-1 єп, 那么 存在 绝对 常数 
k 
Mo AB tA E 


K_- 
2 


2 
= Mo. (3.2.36) 


+ 104 ° 


证 明 ”出 条 件 | 区 4- 1| € жа аар 


+ |b?) Al, 
全 dik нк, 2 
‚ЗК, InEZ| $ Tay rz) 
K, 1 dk 1-1 к-а dak -1-1 йк! 2 
<2 ; ا‎ 
f= "Ky. n€ Z S444 31 53 57 
Kol dak -1-1 2 А 1 j 
J 5 + _,_ 一 — 
<, :| dak, -! ! аку Ц 34 Sin 
каз, 
2M, +2 = ( 5) (dax, -1-1 — Фк) 
{=-К, 1 (30) ` sez 
кы dak -1-1 
1 Н 1 +2 
SAM, +2 -一 一 DYA 
> 1 =k ( $i) 22 dak, ~! >, ak, : 
< Mo 
证 毕 . 
从 这 个 引 理 ,我 们 有 
Mo 
| Valk) IS Ta ie: (3.2.37) 
alt ISTE TK, 


因此 Var( ROPER $, 决定 . 
3188 3.2.3.2 lin TTR =° 
ine 1 3 
证 明 根据 办 (z) 的 定义 ,我 们 有 


к. 1-1 ё i; K._ "1 d 
2 2 一 =i 
кж э DS ZT 
对 国定 的 我们 得 到 
lim — = 1 
jee 3 


所 以 当 j 趋向 无 穷 时 ,结论 得 证 .证 毕 . 
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由 引 理 3.2.3.1 HENE 3.2.3. Waw кии. 
定理 3.2.3.1 假设 e 1 Є 2. 那么 
inva #;) Е 0. 
这 个 定理 告诉 我 们 多 (7) 具 有 很 好 的 局 部 性 质 ( 很 大 时 ) .但 


是 我 们 想 知道 $ 局 部 化 程度 究 况 有 多 大 ( 当 j 变 得 越 来 越 大 时 ). 
引 理 3.2.3.3 12,1, 满足 条 件 


и See, (3.2.38) 
那么 我 们 有 
l4l о{к)о—+=, (3.2.39) 
其 中 C 为 常数 
证 明 根据 6, 2 的 表示 式 ,我 们 有 


L$ 42 < 4 
又 由 (3.2.38) 式 ,我 们 也 有 
2 lan C 
ll é; || кюк, = К. 
因此 结论 证 毕 . 
这 样 我 们 得 到 


定理 3.2.3.2 Hadh 满 中 条 件 (3.2.38) 式 和 | 和 2 - 1| 
EP. MBA 
1 
i Var( $; ) f= o[7g )G > °. 
1 


83.3 РСМ 的 局 部 性 质 


在 这 一 节 里 ,我 们 也 用 角 频 局 部 化 方法 来 讨论 PCIW 的 局 部 
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性 质 .约定 :在 这 一 节 中 ,常数 C 在 不 同 的 地 方 可 能 不 同 . 这 一 
的 主要 结果 为 


定理 3.3.1 label, |1- 
成 立 , 那么 


al € 2 (3.2.38) 
| Var(L,) |= ol Fe i=. (3.3.1) 


3.3.1 45E 


ATEREA 3.3.1, 我 们 需要 给 出 一 些 辅助 结果 ， 
引 理 3.3.1.1 


оа Уу ч ا‎ 
х) kK, 6. Д8 (MY ду > my 
其 中 
[РИ 
ИНЕТЕ 


证 明 因为 2K;= K, Ae) (х) = 2110), BRU 


ке) {ср BE) „Жы EAD а 
Па fa Tal Tee 


= 1 YI МТ") 一 (Му 1 为 264.02) | elt stl, 
i 
ar (hjsi) +1 ссе 


Н — ск. ЖҮЗ ы 
КАЛ АЙРА 


Ri (А) +e 


= Z | —  |M1Z1(0) + (му ‘ZR! 1 (0) | | 


从 而 ,由 已 (z) 的 定义 ,我 们 得 到 
кл MIA (z) — СМТ) АДА (z) 


1 一 
ых) = tS efn, 
ЖОЛ KGE MZ (бу + (MF) Zieh (0) 


+ 107, 


从 上 上面 公式 和 Мк = (E), AW я, 

LSO Ма) ~ (MEADE (z) 
x 5 ейун 
К, та MUZO) + (MI) 1264,00) 


I KJ MZ) — (MEF!) RD 
+ 5; 
Kj Se, МО) + (МЇ!) 2, (0) 


к, 


S Мк) - (MP 1221 (z) 


21. Н i+] 
K;, 


K. , Mi ZO) + (Мм? у zf 1 (0) 


引 理 3.3.1.2 让 L(x) 是 PCIW ,那么 


2x , 
{a) з |, ez | L(x) dz 
in K, 


=l SS SIX + УСУ, +2], (3.3.2) 


f= -EK REZ nEZ 


其 中 


ja In gtk tly ptt y-t 
Х,а = [MT Мак, -кізк, (+ + (ME MI) 


X Фк -CK ti) Enk (Кын) ]/ 


| [Mr gr! + (Му -1 6 1) 
х [м sa + (МД) з + i] | 
Y, = dak, +K. Ent K+K, 0 МОЌ ME 0 / 
| (MER, TR, + OER DFR] 
了 1 1 
x [MR] SE a t (MKI 1) PKK], 
1 2 4 
Z, = dnk,,.-K,_,+14nk,,,-K, МІ (MOK 277 


| [му ri , + (м, a 1 g1 
了 了 一 


x] 
x [MR] -1 TR + (М 1) ! TKS Kail. 
(b) 
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2r 
HL; Il? = 去 |， I L(x) dx 


к ,1 _ (Mi у? ак, | ait (MT)? dik, aK- 
Х| | 


р 


й- к (мег + (м1) FRL 
(3.3.3) 
其 中 Ti 的 定义 见 (3.2.31) 式 . 
证 明 (a) 由 引 理 3.3.1.1 HI, 
Ee | L (z) 12dz = А-А — As + Ag, 
(3.3.4) 


Kat 2л —— 
A= D MM Z (r) ЖР adr 


Куак, p T0 
x etya, f [M Z0) + (ME) (0) ] 
x Гм 26100) + (ME!) 161,00) |, 


a af eiM! мі) И (>) ZK 1 (z)dz 
Jike K © 


Khay | | [Mi Zi (0) + (Mit) "ZR (0) | 
мра) + (MD ZK, 00) | I, 


K; zl 
A; _ S > 1 |" e (МЕ! Т Mi Z Zila) Di Cx )dx 
et- чу | [M 12100) + (MY 12 2k (0) | 


Ms) + (ME OZR], 


K 1 
I ҳа i, ， ae 
A _ iz мі! +1 ~1 
4 "Kh 22 zl, ° (MP ML) 
x 264, х) 26 l (rdre Op 


` 109 - 


x [EMI Z (0) + (Met) Ж (0) ] 
x [ME ZEO) + (MEZA) ||. 
现在 我 们 分 别 计算 A, AAS. 应 用 Z OE, RATS 
到 
2) ZF Creda 


Kia 234, с adi, Е‏ ر 


х е Цен Rd dle 


dz, 

这 等 于 К? Dda GrDdnk a WL = k +1 и = m, 其 他 
„ez tt + 

等 于 0. [КИШ 


Kyl 
Ay =-L > мум 


К Уа ак, tank, Gabe ba. 
jk -K 1 n€ Z 
{м O O (урул 2600 Znao] 
К; +1 y+] 
Zl. (0) 
x [му Zt 22100) + (Met) K+ +1 | 
К, К 2 
1 K, 1 | | _ | 
= к? > мм Didnt, idak Cert/ 
J-K | ne Z 


| [ri TA! + (му l TK + | 
x [Wii s + (Mk) Ка || 


其 中 ў = 20 = 214, -k> 


, (3.3.5) 


再 使 用 aie ) 的 定义 ,我 们 看 到 


二 | Z r) 2) ZR (ze dz 


等 于 一 К? +з dak, idiak an Me (М!) 1, NF i 
' 110 + 


= 一 -Mi k= Kj;-1 一 1, 其 他 等 于 人 0. 这 表明 


A ей, 1 
2 = -一 = М 1 itl +1 1 = 
K? [Мк 1 SK -lt (мк! 1-1) $ Жк, 1] 


1 -1 
«dee ok, dete ot „м. (ME, 1) 


= [м FP + (ME yt eR] , 
(3.3.6) 
这 里 我 们 使 用 了 K, K;-1= Kj- 
因为 A, 和 Аз 分 别 类 似 于 A 和 A, ,所 以 
A 2 1 
55O K [м FR + (MRL D) FRx] 
x ak, -K, к-К, „Мі (P RT 1 
х >, 一 党 а ге yeah (3.3.7) 
s€ Z [ KS St + (MER a) SKa] 
ih. 
A ё a 
4 K? 


x 2 (MI MER dak, (корк, (кар 


fe -K 1"62 
[мт + (муу FY, ] 
x [MAY в + MOT УЖЫ]. (3.3.8) 


SE ê (3.3.4) HK, (3.3.5) ж, (3.3.6) , (3.3.7) RA 
(3.3.8) 式 ,我 们 立即 可 得 到 (3.3.2) 式 . 


(by NLN? = of а) dz 的 计算 类 似 于 
1 2n iz ` А ا‎ 
2л А | L(x) dr 的 计算 . 证 毕 . 

在 下 列 两 个 引 理 中 ,我 们 假设 | Ба -1l ега, € 
Al Q, = Dad ik, a-t 


111. 


510 3.3.1.1 aa, |®м -1| єрт a 


€ 2. 因此 我 们 不 加 区 别 地 使 用 这 两 个 条 件 ， 


引 理 3,3.1.3 存在 常数 С, 和 Cs( 不 依赖 ;) 使 得 


K. _ - 
(м1)? 2 
5 | (мї? ` = Сү, 
K 一 
RS (МИД)? 2 
Же СМР 7 1 = Cs. 
证 明 h MM EE XL. RITA 
l Zu? Әка 
+112 _ Kite a 
(MOY = TATE =O 
使 用 不 等 式 1a + 612201212 + |b (2), RTE] 
K- i (м 2 
| 
Kal Ск +1 |2 
一 53 j 0.1 
бег ©, x Ок +i i 
_ ке! (Se E 1) Qk ы ‚ Qk +i _ 
{= K1 Q, Qk +i Ок itt 
=< + Ih, 
其 中 
i, -2 ay [a ) Qk, +1 5 + (Su 
! t= -Kl Q; Ок зї Q, 
-2_ к, Әк, +i ~ Qk r1 2 
K. Qk +141 
估计 五 和 1 如 下 : 


Kl 


> || 


۰ 112 > 


Ок +: 
Fi 


Qk» 


da+1 -1| 


(3.3.9) 


(3.3.10) 


-1 


Qk iri 


(3.3.12) 
由 (3.3.12) 式 知 , 只 需要 估计 L, 有 不 依赖 于 j 的 界 即 可 . 


4 
яК 1771-1 


dud 
ge д x€ Z 
事实 上 ,由 不 等 式 (Qk ua)? 


1 


КОЙ (ж ко)? 


<1, 我 们 知道 


itl 


> 


x€ Z 


1 
2 121% 12 
ак, -Kl | 


2 
dnk -К.-1-1 
tl oy 
Qk аты 
J 


2 


dak -K-i d 7K; 


x 
Фк -К.-1-1 
2 d 


f=-K. EZ 
ie 


net (йик 7K -l-E 


(3.3.13) 


"K; Fy 


条 件 162-1) en RR 1| 有 界 , 所 以 由 


(3.3.13) 式 ,我 们 推出 


RKTT! 
Р) 


Koan) d 

“4 一 一 
EL < К -К-і 
пЄ7 


2 
+1 j 
- 11, (3.3.14) 
ак, 1-К,-1-1 | 


J+ 


ч 
i 
^ 


其 中 C 不 依赖 于 j. 
再 次 使 用 条 件 
常数 CC 使 得 


ы < 我 们 得 到 存在 不 依赖 于 的 


2 
-1l <C, (3.3.15) 


这 表明 (3.3.9) 式 成 立 . 
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现 证 (3.3.10) 式 . 
сму) 
= K А (Mey 


2 
-1 


K 1 ( О, Qk +41 Qkan 2 
= 一 1} 一 一 + 一 一 一 -1 
{=-К, Оз Qk +1 Окы 
к. at Q. QK 4741 2 ка! Ск +141 2 
=2 ' (290. 一 一 一 +2 = 1 
м 1= Kp Qual Өк +1 fe-K д Qk +1 
Ket 2| Qk +з 2 к 2 
<a >) (221) —— -1| +4 Oy 
= | [Л Окы fa-K 1 +1 
Kl! 
+2 SY Өк _ 
1-28, Ox +i 


Coe ї[ K_p 412 
<Í 3 (S-F > pa aa} | 
„ск Qia f=-K | | Окы 


f -К, 1 
K -i K. ,-1 Q 2 
‚1 Q 2 wt К.+{+1 
3 Н { А J 
+4 - l| +2 Š) -1 . 
I=-K 4 Qı f=-Ky Qk +: 


所 以 从 (3.3.11) 式 中 r, 的 估计 ,我 们 得 到 (3.3.10) 式 成 立 .证 毕 . 
5| 3.3.1.4 存在 不 依赖 于 j 的 常数 C 使 得 


K,_ 1 2 
=< С. (3.3.16) 


证 明 由 F4 WE A Ê 
З = 254, -к K,- 
因此 使 用 Schwarz 不 等 式 和 
Qka < (Èi dak, кч) 


我 们 得 到 


14 ， 


341 2 
ООШ К+! 
| ~jtl ~ 
t= K; $ K +1 
- 2 
К 1 Qk +1 4,к -K -i-l 
1 3 +l و‎ 
= 一 57 5 了 = 1 
全 的 -| (2,4 -к-л1) n€Z nK Kt 
„Єх J i 
I qa Зак, Kil 
< 3 ҳл 
= 24 
f=-K, pad dak. -K.-¢ 
了 yt J 


因而 (3.3.16) 式 立即 来 自 条 件 | 了 -1| € P. Е. 


3.3.2 定理 3.3.1 的 证 阴 
从 {3.3.2) 式 ,我 们 推出 


iT‏ 1 ص 
i z(L;) |= ar эк, ° | L;i) | заг‏ 
L; T mal >: UX at 2,07, + X, )].‏ = 
容易 看 到‏ 
z(L,) I<: 1.‏ | 
因此 从 Var( L, AE, RINE‏ 
K.‏ 
Var(L,) |=1- — l! > Y> IX, 十 >Y, + X,) |‏ | 
LPRA <‏ 
<l $; хы.‏ 
)3.3.17( 
结合 (3.3.3) 式 ,(3.3.17) 式 和 X, 的 定义 ,我 们 从 三 角 不 等 式 知‏ 
Var(L;) |‏ | 
Kat а (Mi Y dix, at (ME) ` dik, Kt‏ 
“їр; РТУ бег EF (Mi lgi! +(М у E "š‏ 
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- [MME dak, ак, (1+1) 
+ (ММА dak, (K +) dak кор ]/ 


itl 


[MF itl + (MPT) кы] 
x [МДА FRY + (МДА i ич} 


(МГ!) йк u -i 
CARE + (М1! TES ? 


«тсе Sy 


11=-К, n€ Z 


Mr Mr dak, hak. 一 (二 二 


+1 


[Mr + (met) 1 пам TEA + (Me! Pai | 


aa Sl qe ЕЕ 
"Тк, 2 Z (MFT + (мр) 
(weet) га (K, +рӣзк 


+ 上 


м r (MT SEL [MA THA + (МД) ДЫ] 


-(Кн+1) 


= ГЕ RE (Bı + Bo). (3.3.18) 


使 用 两 次 Schwarz 不 等 式 , 我 们 可 估计 B, 如 下 : 
Mt dK 


Kı 71 | f 2 
ne Sexe 


<= Муу + (МР!) loa PAN l, 


MY dix, - ñ 
Ер 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


和 | (MATA + (ME) TRR, 


МЇАакк,- -1 
и + { МУ: 139 Кыза) 1 
ГЕ Мак -i 2 
</ Б Shaws T (Mir ЗИ, 
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~ тіні 
Мр + (М)! K+ + 


1 
但 是 ,由 (3.3.3) 式 ， 
ا‎ а Ма, о 2 
> >, ЛЕЛЬ ] irla 


М, 5 + (MF) SK 


- К, z€ Z 


<S А 
x لے‎ 
i= 


| Mir ‘dak, vt 


Mi idak.—i-l 
i M. itl sa + CMe) 71 Зы 
(3.3.19) 


1=-Ку n€ Z 
коа! е мі ак a + (MF) ` dik, а-к, 
< › - 
БР? E [Mittal + (м!) 1 т]: 
= | L; | Ki. 
所 以 从 (3.3.19) 式 ,我 们 知道 
B < || LIK; x t, (3.3.20) 
其 中 | 
К, at Mi dak, 17? 
K. n€ Z ҮШҮП + (Mil) Rh 
| Маж 1-1 1 1212 
= 1—— | . 
MY SA + MEADS FE ya) 
类 似 地 ,号 : 的 估计 是 
2S LAK x TH, (3.3.21) 
其 中 


IK, ned Mi yi) 十 《WED 1 چ‎ 


ر 


saa | MPD dak aok a 
H = 5 > 
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(Mist KS: 12 
(MEAT + См) за J ` 
结合 (3.3.18) 式 ,(3.3.20) 式 和 (3.3.21) R, RIA 

1 
1 Var(L,) түк! + П). (3.3.22) 
为 了 建立 (3.3.1) 式 ,从 (3.3.22) 式 可 看 出 ,只 需 证 存在 不 依 
Ж у 的 常数 C 使 得 


(I+ H) < C, (3.3.23) 
ل‎ = of 1 | (Jo) — (3.3.24) 
I L; || K; JK; 
Гн]. 
РЕ з (3.3.23). 
Kl Mi dope -i-l 
Р <2 > 2 j j+1 - 7 р 
= n€ Z Mi FT + (MS K++ 
Mi dag, 1-1 2 
O [MEIT + (му тй, 
K, vi | M: iq pe 
#2) Y _— “уне! - 
r Ranet Мр + (Mit) БЕТ 
Ма, -! 2 
O [MES + См Rh, 
= h + I. (3.3.25) 
因为 Уак а (ак -га) = (FAA, 所 以 | 
med nl n€ Z + 
куз! 
I <4 2) >к га 
#5-К rEZ 
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j+l R 4i+1—j+1 i+] agitl i 
M; My Ss — M; M 51 


itl —j+1 -1 т? 
Mii Sa + (МД) СЕИ 


x 


1 


+1 
+1 


2 


x МР?! + (м1)! 


Kal Q. 
+4 21 Хак л 


т! 


K.+! 
$ 


1=-К, n€ Z 
MEMEDI СММ S hii 
x 
МЕГА | + (M Ө” т! ETN 
1 2 
х itloytl ‚+1 ү—} tl 
М КҮН + (МЕ) БЕ 
Karl 
A 2 
<4 >) Хак tl 
ї=-К, n€ Z 
МАМЕ! ҮР! — Mit Мр! sath 2 
x Мр 1 yl gir1 girl 
1+E $ t+! 
ы! 
+4 > (shy 
127K, 
i 
(Nf, A) 3 FR — (MEY Thi 2 
[COMPA ТУД + PR ] [MTP FR] 
由 M; 的 定义 ， 
,RS on 1 1 
П <4 > Уак -1-1 gitl pit 
=k, EZ 7 Siri 37 
Kl 
Ба 
+4 >) (FLP 
i= Ky 
2 
(MEE)? 5 SRA ‚- (MEF) $ OK 1+1 
x : = . 
(MAP TA MED Т! + TEs] 
(3.3.26) 


从 引 理 3.3.1.4 知 ,(3.3.26) 式 中 的 第 一 项 是 有 界 的 且 界 不 


依赖 于 л. REET. 


2 —j+1 4152 —j+1 2 
кт (Mer)? 3 S K+ 1- (My) paves 
S TAA) 

jt+ 142 —J +] vitl 
1= Ky (Meth jl EC MPY ҮЗ + SK 41 ] 
2 
м! 2 2 
K. 171 —j+1 rj +1 —j+1 
Ss | +1 -1 SK +141 + ГЕТЕ 一 SK + 
= Lu Mri 
= К (MYS т! + THL 
кат (Mitt 2 2 
os |р, 
f= 后 - 1 МЕ 
_ + Pith 2 
ЗА ЗА TKr 
(M:1)2 ç Үз! + БЕТ 
- +1 2 
Ка ЗК ыча 
+2 irl 一 
F-K S K+ 
i 
#1 2 
ко! МЕ! \? |б SK + 
<4 > мт) 1 jtl 
t--K f+] SKH 
3 i 
41 2 - mg +1 2 
SK + кыс! 3 Коні 
+132 —j+1 ү +1 +2 —j+1 -1 
(ME sa. + SK, + 1=-K | $ K+ 
0 Miti)? 2 
< 2, -1 
г-к, | LUE 
_1 | ~j+l 2 
к ү! УК ++! 
+2 ун 7 1 
i=-K a| $ K+ 
1 
K, 171 Mr! 2 4 3 
+4 +1 -1 
1=-K | М1 J 
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; 1 
一 rg 1 4 
K; 71 TK я 2 
x Ц |, (3.3.27) 
t=- Kl $ км 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 来 自 Schwarz PEA. 
结合 (3,3. 细 式 ,(3.3.16) 式 和 下 列 事实 


ñ 1 
Kl TEL 4\2 карз ЕИ 2 
| -一 一 一 - 一 < ——1|, 
(=; ЗА 1= Ki- К 
a | Мм! \? [431 кат | My 2 
мү е} буу үм уг, 
(бк) 11 S д Mt 
我 们 得 出 
i < C, (3.3.28) 


其 中 C 不 依赖 于 7 
至 于 痢 , 它 的 估计 是 容易 的 . 根据 (3.3.25) 式 和 (3.3.15) 
式 ,我 们 有 


кєл Мак -V fdak а 
2 <2 了 q jtt itt . _ 
I = > | МЕЕ dex -i 
i | ak, cl 
<2 >, > - 
L Karez) dak -i 
<C. (3.3.29) 
所 以 由 (3.3.25),(3.3.28) 和 (3.3.29) 三 式 有 
I = C. (3.3.30) 
类 似 地 ,用 (3.3.10) 式 代替 (3.3.9) 式 ,我 们 得 到 
H = C. (3.3.31) 


因此 从 (3.3.30) 式 和 (3.3.31) 式 ,我 们 有 (3.3.23) 式 ， 
为 了 证 明 (3.3.24) 式 ,我 们 首先 注意 到 
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- - priya 92 2 
Beat СМИ dik г + dik -к-! 
2 3 Ш 


K| l> S) У 


K а 2¢[ (Mit! зр + (ҮМ?) 


aol і 
| <s Окы + Q, 
7204 Окы, _ w 
с» Bey 
(3.3.32) 
= 312 
其 中 Q, 一 Sdn 
条 件 {3.2,38) 式 将 含 下 列 不 等 式 ; 
TE 
> dk 一 上 2 
Q, neg itt | d- | 2 
一 > - = C 
~~ eh? 2 Z= | 一 /+1 = › 
GERT (Deg) 
-K < ! < K;, 


Ht C 与 (3.2.38) 式 中 的 С 一 样 . 明显 地 ,如 果 — K, . SIS 
Kj;-1 一 1, 那 么 我 们 也 有 


©, 2 
(Fi е 
置 = 4 BA 
(FY < CQ. -Ka [LIS Kja- 1,(3.3.33) 
这 就 是 我 们 需要 证 的 . 
容易 看 到 


(FEL FH? 


Ок +1 Әка 
因此 如 果 1€ 10.…,K; .1 一 11 ,那么 
К, + i E- 1 一 Ке, 一 K;-1 一 11 (一 1 一 Kjt, Kj. 
进一步 ,由 (3.2.38) 式 可 推出 
. 122 + 


(3.3.34) 


А 9 
5 TR ad 
这 表明 
Сз) (3 ш) 


= 7 
Q. K +1 @2(-K ы) + Š dak кар 
i "#0 1 7 


< Шыл 1 (3.3.35) 
> d-(-K +1) C7 ` 


如 果 1Ef-K gos ,-1,AbA 
K, + £ © |K- K-11 cI- K, Kj}. 
因此 ,与 (3.3.35) 式 一 样 ,我 们 得 到 


(PROT с (3.3.36) 
Окы с ~ 
将 (3.3.34),(3.3.35) 和 (3.3.36) 三 式 结合 起 来 ,我 们 有 
(зк) S Ck +. (3.3.37) 
所 以 ,从 (3.3.32),(3.3.33) 和 (3.3.37) 三 式 ,我 们 推出 
Kat Ose + е, 
к! < ب‎ Qk + Сз; = зс; 
(3.3.38) 
另 一 方面 ,由 不 等 式 adi, < (TEY. 我 们 知道 
K? || L; ll? 
Мк -i Хак -K 
= nég m «< 2K;. (3.3.39) 
1K (3221)? acne 
因而 ,(3.3.38) 和 (3.3.39) sh ЕНД 
э < < Kj ll L, 2 =< 2K;. (3.3.40) 
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从 (3.3.40) 式 ,我 们 立即 建立 了 {3,3,24) 式 .证 毕 ， 
$3.4 PCIF 的 对 偶 局 部 性 质 


本 节 主 要 讨论 定理 3.1.4.1 中 定义 的 $, 也 具有 局 部 性 质 
(本 节 和 下 节 内 容 引 自 [62]) ,其 结果 为 


El? Н (3.2.38) 6587.6, 
£ 


| Var( $) |= of zz] (j 一 оо). (3.4.1) 


3.4.1 辅助 引 理 


为 了 证 明定 理 3.4.1 ,需要 下 列 几 个 辅助 结果 
引 理 3.4.1.1 8а, = ($ (°), (° ovh) BA 


а, = Ae, (3.4.2) 
1 fel 
其 中 
Хак - 
А; = 82 . (3.4.3) 


证 明 根据 定义 3.1.1.2 知 ， 


me 
Kira OED 


_ Yx Zl 121 Li 
K? To AOA) a 


—(‹2( 1,40 vhj)) 


a, = 


K.-1 = 
_ 1 x Vos 
Кіта \ 200) 
! K; ] 
k 一 i 由 由 
J 
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证 毕 . 
引 理 3.4.1.2 设 多 (z) 为 定理 3.1.4.1 中 定义 的 对 偶 尺度 
函数 ,那么 


(zr) = > С% (= ~ vh;), (3.4.4) 
其 中 
Cy = УА)! a, (3.4.5) 


这 里 w 与 引 理 3.1.4.1 中 的 一 样 . 
证 明 由 引 理 3.1.4.1 中 已 (z) 的 定义 知 ， 


K -t 
£ 

РА ar) = >) ayo" 
4=0 


"K yA bit 
1 
= КА 
因此 ,由 定理 3.1.4.1 Ш Ог) 348 
K-I 
B(x) =L Ува У) wg (x — у) 
v=0 


= $ Cit, (x — vh;), 
vail 


其 中 
© = (Pe) ا‎ 
Kl 
= 2 (Аш) 1а 
证 毕 . 
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引 理 3.4.1.3 4 


5 2r. 
& := mAN ez | Ф, (x) dx, (3.4.6) 
那么 
J У аы Мам (3.4.7) 
Si ZS бл ' a 


Qi = Мак, Via = ак-ак, (3-4.8) 
n€ Z Ë : 


而 s (3.2.31 аан 
证 明 从 (3.4.4) 式 得 到 
ë; = 1 Су Ce, (3.4.9) 
其 中 
gl = EP EAC- w) $G de 
对 


_ fo Ala - w) 
i a OMe 


J A= 
1 ес) 
х | 一 一 d 
te 2,00) 六 
к! 
у ih; ith, 


— 1 | 
~ At A0)2 (0) 


1 КаК nK, -At+i+p) 
x >) dak, -ad mK, -u * A 7 иду 


пше 2r 


这 样 由 VY, 的 定义 知 ， 
КЕ Vi, atl ашъ) 
` = 2; BAL Z, (0) кси, (3.4.10) 
将 (3.4.10) 式 代 人 (3.4.9) 式 得 
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Z = K: Š: (А, Б rt 


g.s=0 


х 8, „д, (Z.(0)2 (0) Vi at 


K-I 


= KNA, „Ау pa ZO) Za (OE V gri 
ped 
1 K -1 
=— xz „Мана 
KO) Zen) GF 
К, 1 
= ча! vj k gtl 
2 ША Q Qa 
证 毕 . 
引 理 3.4.1.4 设 
a= | % 12, (3.4.11) 
Щ 
K.-1 
~ by (54) 
a 2; Q: 
证 明 根据 (3.4.4) 式 得 到 
K-1 
9; = У) CFO H, (3.4.12) 
y,f=a 
其 中 
Н; = tf" $ (x 一 vhi) ф(х — th; )dz. 
直接 计算 Н, 得 
ку! Ау). 
— €E 13 
H; Е А, р OOR EL к, “Bn. " д. и 
Bp 
K,-1 1 2 
-y - iACy-DA Ayi 
H; = 2 la) eQ. (3.4.13) 


这 样 ,将 (3.4.13) 式 代入 人 (3.4.12) 式 中 得 到 
“127 > 


K.-1 


K.-1 А : oe 

i TI j } 

一 x ( Х т $ J) . -r . _ © 

p; = > KODI 3 eva Mh, a pills AJA, A 
DAN: 


o K QV o (Z (0)) 
7 
= Q: 


证 毕 . 
3.4.2 定理 3.4.1 的 证 阴 
合计 Мак 多 ) 如 下 : 


| Var( #;) | 

1, 
-| k7 ё;) 

1 Ка (7)? Ру; 5+ Ve, rel 
-| 


s . 
| 1 T a k _ v r+1 + Qi | | 


7; r=0 ФО. 51 
К. -1 рд 3,4 К.-1 =i 2,1 
1 | ( #7) ; | | š | а) | 
= we, Vi, ` 1- — 
Syla GQ, "Т! 24 ўі 


K ~j 1 У 
HS со (а) 


х Nua, ss 1 dak,- 2р | 


= L(T ° T, + Ts ` Ta). 
7; 


需要 分 别 估 计 Ti,Tz,Ta 和 T4. 首先 看 Ti. 


п SR rj 


FED aa. A PH? 
Ыр бы] | 
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< r=- K, PNN 
Kl 4 214 
` 57 d_, 2 
~ > (22) =) | 
<CK?, (3.4.14) 
其 中 最 后 一 步 使 用 了 (3.2.38) 式 . 
第 二 ,我 们 估计 Т. 
к,-1 ~j 2 1 
T, = { 5) 1 一 л) 
ШЫ i+ 


一 2204, 7 dnk,-r-1) 


| 
1 


А дек -~r-1 212 
ка | Уак, ww 
=з Vi nez A nK -r 


drak r 
1 
K [d-r 213 
Phi ay i. 
г=0 x€ Z nK r 


d 
因此 由 条 件 |1- 4 


& 
+1 


EP, 
Ё 
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T, < C. (3.4.15) 
利用 (3.2.38) 式 坷 样 可 得 


Ту = 


类 似 地 ,我 们 有 


1 
< CK?. (3.4.16) 


Ti -S(a-) рэя -,- (dak, -,-4 -dx +) | 


r=0 
K,-1 1 2 
i э 
>) (Zs) 
x > (dak -r1 dyk +) 
n€ ;' 
K; 1 
dak -r-1 Фак) 
= ) "Ку i "K, ) 
Ka 1 2 dik r 2 
= 3 (1 _ dm | 
<= din 
= C. (3.4.17) 
Rt, HI (3.4.14), (3.4.15), (3.4.16) (3.4.17) OA, 
I Var( $) 1 <c+ VK, (3.4.18) 


其 中 С 是 一 个 不 依赖 于 7 的 常数 . 
根据 引 理 3.4.1.4 得 到 ASK; PA (3.4. 18) AM, 


| Var( #;) | = o[zx ) (j— оо). 
证 毕 . 
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§ 3.5 PCIW 的 对 偶 局 部 人 性质 


类 似 上 节 , 本 节 证 明定 理 3.1.4.2 中 定义 的 L; 同样 具有 和 角 


频 局 部 性 质 ， 


定理 3.5.1 8146-1) 已 且 (3.2.38) 臣 成 立 .那么 
+ É 


~ _ 1 | 
| Varí L ,) |= ol Fe) (j — оо). 


3.5.1 引 理 


为 了 证 明定 理 3.5,1, 需 要 五 个 辅助 结果 . 
引 理 3.5.1.1 


K.-] 
I £, 2 = 24 Boy 
了 ¢=0 


FHP T(z) 与 定理 3.1.4.2 中 的 T (z) — Ë. 


WEAR HEH 3.1.4.2 知 , Lir Llr) en 


(К, -1)h 半 的 线性 组 合 .因此 


Kl 
(х) = 214.469 -= vh;), 


这 里 
1 Rl 
\ 一 = 
dj, = K, gı Filo") ат. 
置 
Чу :二 (LEC), LC- vh;)). 
那么 
K-I 
7 1 
| L; | t= d; v; d;.,,q; و2‎ 
1'%9 70 


(3.5.1) 


(3.5.2) 


L, (x = 


(3.5.3) 


(3.5.4) 


(3.5.5) 
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=L 3 (F(a) Г, (ай) labu hg 


К}, "б, 0 
K A 
=i, У) (гвл) Р; Сай) ltt hing, р 
К; kiv; l 4 =Ü 
K-1 
=X >, (гай) Ta) lo r; (a>) 
К; ЕШ; @ 
к,-! 
-4 > (l) T a, Tw 
J nt 
1 后 一 
Ё Мк ү ty л. 
=K, > Га) 
对 于 lL; ,还 有 另 一 种 表示 形式 , 即 引 理 3.5.1.2. 
引 理 3.5.1.2 


| 1| 3 А Kha + 了 Qi: 
li = > aL +1 + 
t=0 Qi" OK (Q; + ата i) 
. (3.5.6) 
其 中 TF, 0171 与 引 理 3.4.1.3 中 的 一 样 


证 明 因为 Dz) = Уа, 所 以 需要 计算 gj,,. 由 
(3.1.6) 式 知 ， 


К ~i 


1¢ 1 
jy 22 — ә (3.5.7) 
m KZ, Ri(h;a) Ria) 


其 中 By (R, REC о) XE G1. RRA 
i, 1 F de (OZ (x) _ CR ZN (а) Je 


Wh =». 
x (CE! ZF Cr) — Cra Zi aa) ett) 


i у+1\2 +lry 
HCA AD (E) Brg — СОК ад, K +k 


aad 


= gift 1+ 


` 432 - 


ОСЬ + CR Од, | 
= e i; (C(O) + (CRS 7)8, А 
ih, ( || 261 12/1212 + | att ee Ж |? Dae 
ан нб SNA 


_ pil 
LNs 1 її 12 l ara 
Yow = j ` | Z € f 
a K? Гез | Rr (hj+) 2} Í z | 2 | 7, il 2 
к | 2⁄3 We 12 12 he 


- 1%) 


OE | 122, ZEO А Zi EOE 


这 里 我 们 使 用 了 下 列 事 实 : 
Riad = 125100) + CRZ 2264100). 


所 以 
кү! | K-1 
Га) = DJ qj = гаа 
k=0 J =o 


jsl 2 +l || 2 Kl 
| Yan 
Ber | 7710) + | ZF Ze, 00) [2 全 


{ aS | Zee + | 2H 12 КА 
к POY + ГА RTO A 
_ 1 | 24.12 + aT 
к, | IE RAL | 70) + || 31,00) В 


将 上 式 代入 (3.5.2) 式 得 
| ZE | 20100) + WZ] 21,00) |? 
~ 2 | Күү! Н +Z 
Les > [Zen Т 


这 就 是 (3.5.6) 式 ,因为 ‖ 221 | = KẸ, 21°1(0) = 
FAA Qi)? HEE, 
SHE 3.5.1.3 120,367 Н (3.2.38) ху. ДІ 
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< || Dl < Sk, 


C 
Kp C 为 озуни С. 
证 明 由 (3.5.6) 式 知 ， 
Ñ N (Qiu, TIP + CONT)? 


Ll? 22 Oe, (СО! + б) 


| а, m 
K -1 
{1 L) 
< — + — 
31; С? 
4 
= К: 


另 一 方面 ,也 从 (3.5.6) 式 知 ， 


Qi! 


HL; 


证 毕 ， 


今 
Tea 工人 E 2 
À; =e | Lj;(#) dz. 


么 由 (3.5.3) 式 知 ， 
134° 


(3.5.8) 


À, = У) ау, div e Lj(*= vihi), L; (+ v2hi)). 


“> +, =O 
ВН (3.5.4) ЖЖП, 
Kk, -1 K-I 
X =. хл 3 (P(e) (ab) lah р, ۰ 
K; ype +50 E 
(3.5.9) 
其 中 
Priv, SKEL C= vihi) Li (° А)? 
K.-1 
l е 1 


Е К? wen Ri(h;a) Ri(h;r1) 
x Cel RIC vı Ay) RECs vahj)? 


K.-1 


_ 1 У 1 
Кк? iazo (А) К} (Ау) 


Ar, АЛУ 
x xl, е“ (CUZ x _ vahj) 


— OR Za ~ vihi) Jea 


x (С?! Z2 Cx ~ vahj) 


一 Ск, 2 2K) ik (< 一 vahy) Jeda 


K.-1 


i ý 1 
K; lyk = Ri Chje) Ri (hjsi) 
x e اط‎ „ ah. (I- t) 


x (Ji +J, +Jy+ J.) 


осу! 


-ja ae se 


Л 
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ON CK Ya 


J=- aR 
CECE 
_ | .5.10 
b=" Ta G50 
OCLs — _ 
Ja = рк t [+1 Ja» 
EAA 


这 里 
~ ZF. سسس‎ 
Ji rl (х) (dr, 


Jz = 去 |” Zt! к) Pei | (z)d=, 


_ 1 (3.5.11) 
J, =p [ere G) Bde. 
= 1 f2z ， sat 
Л, = 去 | aia) Bde. 
分 别 计 算 Ji, Јо, Ts Ж 348 
Л = Кў 224, =1 dak, Ôl k+1> (3.5.12) 


Ja = Кі. Хау d(n+1)K,,,-#-K,01,05%,.K,-1 103-5. 13) 


Љ = К Ki лак, kK, -1dnr, 1-4 91,09%,.K,- 1， (3.5.14) 


n€ Z 
Л, = Kja 224, >R, =1 ak, “Kk бё. (3.5.15) 
因此 ,由 (3.5.9) 式 一 (3.5.15) 式 知 ， 
к,-1 
1; = A 3 (D;C) T; Ceo) 1 3 ررم‎ 
Куто ر‎ =0 


一 上 
1 s eh. (= 4) +k; 
وار‎ иш, +J. + Ja + Ja) 
x <= о RiChja1) ЕСА) 1752053024 
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1 гю O 
K; Riayat) Вара) 
x (TE TG, +Ja+ ول‎ t J.) 


=Е + E, + Es + Ey, 


其 中 


1 S еза Ë) (г эр ‘yyy 
E, = а ا‎ ; V Ou u. 
К? о (В) РСА) ' ? 
v =1,2,3,4. 
EMERAN: 
еы Ë) 
к? Ls j 
Kiro (А1) Rå aa) 
oo 
* TZA РИП 
x (DTE)! 


K,~1 


j+1 
К?М б, кз 


ена 
£ Ria (hai) ВСА) 
Cit OP Vit 
Zi, || | 2! [ Га! ICU 
Ф x И 1ш М! 的 定义 ( 见 引 理 
3.3.1.1) 和 三 路 的 定义 ( 见 (3.4.8) 式 ) 知 ， 
1 4 Vista Xj nein 
Kia #0 [ ТУҢ + (Mian) T $ Rhan | 


1 
x ， 
s1 + ( Mita) TEA +h 


=4 


x 


Ei = 


(3.5.16) 


类 全 地 有 


Е, = 1 чү (Губа) Гуо)" 


К, Ві (А; 1) ВА) 


еы b) А Ja 
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a ACACA 
Ky aso (А1) RE Cy a1) 
Сок, 
| Ig I | Di | 
.一 上 t 
= OEE eh, (K) 
Ri Chji) Rk Caja) 
сок! - 


UB)‏ ہے 


2 j+] 
Kyat Vries 01,098, K -1 


ПЕД a al 


1 Y; oe” itt 
K; КСА) Rk (ћу) 


оС! - Ук 1-1 
x 1 
ТИ; 
ЖР Yo: = (DDE (aki 1) 1. PRG. 1. -4) 式 我 们 有 


E Qe 
4| -去 一 -1 
` Y, ое 1 Q бл) “! 
Е = “к? `` K 
1 i 11м 3 тү! + (м) 1 rR] 
K 64)? 
(85:0 are ta) 1 
x 
Kj; +1 1 se! 1 =. 
— — [MR- -1 5K- Li+ (MEL) FR a] 
К, (Qk. 1)? 
Вр 
; 1 
Y; aeta Vik- 
E, = ——— 


К? [Fo + (MR)? TR] 
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x- TEL гой P TKH “ (3.5.17) 


对 于 有 应 用 (3.5.14) 臣 ,(3.5.11) 式 和 (3.5， 10) 式 得 


Ly e (abd)! 
És 一 aa (Ti Cet) Губа 
Kirto Riha) Ri)” ? 
CRC" 
х -一 — |. К VR ы, Oro, K- 
Zee ae} oe i 
1 ен Y; o 


к? Р (Аул) Rk (Ауы) 
ОСК, 
x - j 1 | 
TI 


2 +1 
. K+ Ук ‚к-т ’ 


RAR 
x ehay, Vid bac (Q GR 32 
3 кімі si + Mit T1) 
1 
х M Ri T + МЕ, ЕСИ t) 
x CAREI (3.5.18) 
同样 ,由 (3.5.15) 式 ,(3.5.11) 式 和 (3.3.10) 式 得 


к.-1 thot М 


1 < e | (Ë i -1 
E, = - == (Tlo) (а) 
4 K 2, Ri (Ау) ЕСА) ' ` 


atl ytl 
(кък +k 


» K2,, Vl 8 
K+K. ket! 
ШЕ ZR, l м KABEHE tt 


Rl ¢ Ha VR rE, K +k 
=4 = (Гай), (а)! 
be о Rj (Ада) Ві (Ау) 
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СЕ er1 CK +k 


^1 Leer ll Û ZK Й 


кү Vie +k+l, K +k Ку 


= نے‎ 
Е-0 К? 
ейн ME МК th 
Te л 
Гм, rH + Miia $ TReni] 


1 
+1 +1 
х Mi s + мұ! wae pare 


ix HX), = (Г. (ай) Г, (а) i 因为 
K2| МА TEA + Мм! +Ё+1 ares > 
ОЛА Ot (My мг)? 
x | MT + MR TR, |2, (3.5.19) 


x 


X; 一 


所 以 
‘ih 1 —j+1 +1 —j+1 ， 
Ky ñ ейн. [МА S kal + МЕК эз SK tet [КОЛИ 
м 1 
五 4 = 2, 


ryitl ДА! 
天 一作 Qn абма 


+1 Е gitl itl gitl 
x МЕ VES eea МЕ Sk t MK tas Kra]. 


(3.5.20) 


将 (3.5.19) 式 代入 (3.5. 16) 式 得 到 
ve u | ME T Si + М! K,tk+l Š Аан | Mah 
Ei = 2, Gi 


-ü 


ЖОГА +#+1 


x MẸ va, , [ME 3 + Mg TKA]. (3.5.21) 


ү,» = TDD (0%) 
K2| М! ry 4 MK sR] 
бу! 
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+1 gój! +1 1+1 2 
[МК к а МЕ, 115, га 
x 3 


Q! _ 


Kia 


所 以 (3.5.16) 式 和 (3.5. rere 
[ Му! yh! + MINSK) | 


E, = ейн 


бу! 

Voi ka MRi- 

х бп 
К 41-1 
x [MRa TRL + MELA TK], (3.5.22) 
[мо rz + МЕЗ vit! x, Mig м! 
> agit, 
Ез =€ j QR FR, 
Koay 
x [Mig FR + MRÎ, ca DK a], (3.5.23) 


为 方便 ,下 面 我 们 省 略 上 标 /+1, 这 并 不 引起 混乱 . 置 
X, > = Мұ, Y, i= MM, A Virto 


KL 2 
3 X XX1 Y 
.. NY í _ ftir] ¢ 
i= (Qt Өк, К баак | ， (3.5.24) 
к! Хк, Хек Хенк, (3.5.25) 
Í, i= = 一 一 一 > = 一 |， we 
2 = Q, + Qik, Qik Qk, 
kl | Y; | 
15:2: У) Хенк, 一 Хенк, а , (3.5.26) 
` го | Q; + Qa K Qik Qik, 
ot Хк, Хик Xia Y, (3.5.27) 
Ig. = = = = . .3. 
4 rao [Qt Quek, Qik Gisik, 


引 理 3.5.1.4 在 定理 3.5.1 的 条 件 下 ,下 列 不 等 式 成 立 : 
L I< CKÈ, | >x I< CK}, (3.5.28) 
其 中 C Jy KAT j 的 常数 . 
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证 明 JG. 5. 220549, 


if Хат Yı 
1 IE Quik, 
К,-1 _. ~ 
+ 5; — MaM Sin М 
T ҮЛ 1 М, ис © 1+K 
120 (Q Q, к)? FIK, 
Ki-1 1 
<> — 
-0 С дк, )2 
д = 1 
| Qi+1+K, Ск, 2 
wat = = Seer Venir 
x _ © к, 2 Qi ©, 
$ = 一 == 
: i QK, | 


КЕЧЕТ [ _ Sit н j Мн 
一 ‚ч ЕКЕ T سی‎ — 1 
Cm 'а s «ы (Q Q; .1)2 
i 
使 用 Schwarz 不 等 式 及 条 件 (3.2.38) 式 得 
K2 K.-1 ү 244 
BEE Sy}, з Via | P 
ih < |> p= 221 Быз |}. 8.5.29) 
需要 证 明 ; 存 在 不 依赖 于 ; 的 常数 Cl 和 С, 使 得 
K-i 2 
1 Siti 
Xhi- F | < Cis (3.5.30) 
< Vir y . 
HE - 6 | <C>. (3.5.31) 


事实 上 ， 

K.-1 ~ 2 
$ 

У (1 s1) 


5 


- 1 2 
к! >, (4,к, =! 7 dak, 2-1) 


= ` пЄ 2 


of ч 
0 Уак -i 


„EZ ? 
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ae z€ Z аЄ2 dnk 1-1 
< = — 
8 (24кг) 
nEZ 
KI _ алк. EPA 
ayi- = из | 
1-0 л nk, 4,7! 
<C]. 
因此 (3.5.30) 式 成 立 . 对 于 (3.5.31) 式 ,我 们 有 
Rl 
Ф У; {+1 ) 
1- -> 
2 | Q. 
Kas, [2 (ak dak tak, wea) É 
7 i- Qt 
_ K z 
۹ э nK, 
j 1 - 
ке Б 1-1 dn =] 
— ч +1 
1-0 Q, 
к! 1 dak -i |2 | 
1 ` 4 2 ` {+1 
<> = Уа ype 1 – 
у 0 Qin > Кы ) > nK 17t | 
ot dix КЫ: 2 
<> > l -一 一 = C3, 
1=0 n dak -i 


E (3.5.31) RRL. Fe BY (3.5.29) K. 


到 .一 上 5 А 1 
рэ 1 _ اگ‎ Ума Ї 
= 5) Qm 
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K.-1 22 2 1 
5 I- S441 | чы _ Уыз) P 
< Ey s; Q, 
K~-1 a К-1 _, 1 
«рУ (1 - Fat) ао (2) ) 2) T. 
1=0 ЫН =) 51 С 


因此 , h (3.5.30) Al (3.5.31) 两 式 及 Ste 的 有 界 性 ( 见 引 理 
(3.3.1.4) al, 


1 


Faa V, 272 
бы p | < С. (3.5.32) 


У |р 56 
р> S, Ө 
将 (3.5.29) 式 和 (3.5.32) 式 结合 起 来 便 完 成 了 (3.5.28) 式 中 第 一 
ткен. 下 面 证 明 第 二 个 不 等 式 . 
1 Mik, © s I+K, )? 
= ا ہے‎ 
Ihis x @ + Qu, 


fe 


q, + Qui, Хк, Y) 
х |] = = . 
Qik Quist, лок 


АЛЕ (Muk, 5 Tak) 
aie eal 
7a | Q; 十 rg) 


-1 


[Sh 


=O, Ф, 


K- (Мик, SHK, )? 
nel este 
1310, + Qik) 


1 

2. =< 
Q, + Qik, Хдк, | 
Qik Anik, Xk, j 


其 中 


2,1 


š 


1 

K, ! Q; + Qur Xolek Y; 12 

= Б. 
£: Ü Qin Quirk, Хк, 
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由 (3.2.38) 式 容易 得 到 


类 似 地 ,我 们 有 


Знак, (Q; + Ф.к.) Y, 
SK, Qik, Qik, 


=/2(%1 + 0,205 , 


х |1 


(3.5.34) 
这 里 
ay MuK 
tb 1 1=0 Мик , 
ey Мук 2 Sirk, (б, + Q, Kk) Y, 2 
= ?> | 一 1- 一 一 
2 mo | Мик ЗК, Quer Qik, 
Щ8|Ж 3.3.1.3 Ж 
куз Misitk 2 
was 2 1~ S <C. (3.5.35) 
=0 i+tK 
估计 OQ, 280 F : 
& SC (Q, + Qirk, MMi Vi 
<C 
hS >|): Sirk, ig Qik, 
-cÙ 1 一 Sek ‚ник 
?=0 ЗЕК, 51+; 
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— o — = 1 
1 2 
Q, + Qk, (Qur Quik)? 
x jl- Ase 1.141 
— = 1 ， 
Qik, Qik, (Q:Qi41)2 
к SHK 
{2C - 
=0 S +K 
. = = > = 1 2 
к Q; + Qik, (Qur Qog )2 
+2C0>) 1-8 ë Z ıl Litl 
120 i+K; E+14K, (QQ) 
a 
- ~ 2 
0 к! Si+t+K, 
3,2 5 = ] ,۽ اک‎ 
1=0 Sirk; 


ome 一 一 = 1 
- 1 2 
Kl | Q, + Quirk, (Quik Qr )? | 
2131 


0 := 2) 1 


£= U 


р Quik Quirk, (бб)? 
与 (3.5.30) 式 一 样 可 得 


00, < C. (3.5.36) 
而 
-1 [| гу ry i 2 
کک ره‎ pe 
10 (Q Q ,)2 1 
S SE M. Vite] 
1-0 Mis; Qir 
K.-1 K.-1 
ча, M 2 HIM V Vii 2 
<2) (1 м) + 224 (м2) (1 Е © ) , 
所 以 使 用 (3.5.33) 式 和 (3.5.31) 式 的 估计 方法 得 
YC. (3.5.37) 
结合 (3.5.33) 一 (3.5.37) 五 式 ,我 们 得 到 
О, < C. (3.5.38) 


因而 从 (3.5$.38) 式 和 (3.5.33) 式 知 ,(3.5.28) 式 中 第 二 个 不 等 式 
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得 证 .证 毕 . 
引 理 3.5.1.5 在 定理 3.5.1 的 条 件 下 ,下 列 不 等 式 成 立 : 
LIS CK?, | L, 15 CK?, (3.5.39) 
其 中 C 为 不 依赖 于 7 的 常数 . 
证 明 ”通过 使 用 X, ALY, 的 定义 我 们 有 


1 81S aK, 


|—————— 5اا ا 
QQ 和‏ ° 


| Mniek, ти+кМ: Мн. Узза | 
x41 一 | 


Quirk Mirk Si+K, 
了 1 i 


因此 ,由 Schwarz 不 等 式 得 


2.1 

Е SL Stk, 2 
з У т 
16 00@@,.к) 


1 
А = a 2 一 
15 N | . Qiks кымы | 
x 1—-—= — 
1-а Quik Q, 3 +K, 


ot үл STHI+K, HHHK 
= ОК? 1- == + 一 一 
لا‎ К, 5[+К. 
Н 1 
~ 9,4 
Quik, Vi ial | 
х |l- —— 
Qusi+k, ©, 
2 


2 


Kot | S1+1+K, 


SHK 
J 


мт. 


1 
7 Qn. K, V 212 
< к? С КЕТЕД } . 
С Heres > С баяк, Q, 
这 样 由 (3.2.38) 式 和 《3.5.36) 式 得 到 
I ls I< CK}, (3.5.40) 
这 里 我 们 使 用 了 下 列 估计 ; 
K l бк. v 2 
` 1-= Jj dtl 
| Qisi+k, 9, 
клк бк дык v ? 
= ` 1 _ — i — Mi 1 _ КРЦ | 
imo |. Qarik, + а Q ) 
ку! Qik 
as | +K, 
1=0 Qiri+K 
irk. 2 ү 2 
| ғ 3 _ 1,{+1 
з inek, ( Q; E 
Q, “К, 
由 于 5 РРА 5.31) 式 得 
і+1+К, 


671 АЛИ 2 
| 5 Уз < C. (3.5.41) 


> i- Quirk, Q, 
显然 由 (3.5.41) 臣 推出 (3.5.40) 式 ,因此 (3.5.39} 式 中 第 一 个 不 
等 式 得 证 .下 证 第 二 个 不 等 式 .因为 


Y XXK, (Q; + Qik ) Xis Yi 
idil = = = = = 
па Gy + Qik, XQ HK Өзүк, 
K- yy _ = 
<$ 34 үк, _ Sn Qi Vier 
Q. + isk, s Qm ©, | 


所 以 使 用 得 到 (3.5.40) 式 的 类 似 方 法 有 
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ILIS CK}. (3.5.42) 
证 毕 . 
3.5.2 定理 3.5.1 的 证 明 


НЕХ HI, 


Var( L;) = TENE | 2,121 2;1). (3.5.43) 


| £; | 
内 (3.5.6),(3.5.20),03.5.21) ,43.5.22) 和 (3.5.23) 五 起 知道 
МЕЗЕ 
ee reset Qs KY 
Q Q] Qi + Өк, м) 
(Misi Saa + Mg ax1 зк) Mrs; + Mx +1 5,+1) 
ШШ Akkad 


X (Vi ME, Mii + Vk Мк Mk +)! 


(Mo 3o + Мк SK ) (Mr -1 Ska + Mk ri sk + 
х [Мок MoM, -1 + Ук к, ‘Mk Mx -1]. 
根据 X, ALY, 的 定义 ,结合 合 上 式 我 们 有 


| £,?%-1 А1 
2% Ë + Х.к) 
rol Q + Окы 
(X:+ Хик, XXau + Xa +K, 儿 + + Yak 4 
irk risk, _ 
=l +! ++ D, (3.5.44) 


Кр 7, — 1, 分 别 为 (3.5.24) 一 (3.5.27) 四 式 所 表示 的 量 . 因此 从 
(3.5.44) 式 , 引 理 3.5.1.3, 引 理 3.5.1.4 和 引 理 3.5.1.5 得 
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| Var( Г) <S, 
K2 
1 


其 中 C 为 不 依赖 于 7 的 常数 . 故 (3.5.1) 式 成 立 , 证 毕 . 
§3.6 #l + 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 给 出 一 些 图 形 来 说 明 第 二 节 , 第 三 节 , 第 
四 节 和 第 五 节 的 结果 . 函数 


Pal) =1+ SS =1 +2) S 
m0 m=1 P 
(n 是 一 个 正 整 数 ) 是 满足 条 件 
d, > 0O,ld,l;ez Є 1! 
的 例子 ,其 中 
1, Ё = 0, 
4 = par REO. 
j Fb eR СЕ SARL 1 1 rh БЕТ. BRI TSR UE TH E 
dkn _ 2 
u | €: 
和 (3.2.28) 式 . 
事实 上 ,如 果 我 们 置 
disi 
ар = d, 1 
那么 


显然 jalrezE 12. 
HE 
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ЯРАН, (10), 


У. | 1 12" Е 
OK; +121)?" : 


Fi = Ко; = ld 
x 
Ку = У al’, 
OJ #0 (УК,) " 
因此 


inf{ Fy; || { I< К, -13 j> 01 
=minl Fx „ә Ро |; 20! 


-mol [DB r+], 


we 


P р +1] 1430 
A (vK;)2" i= 
-i 

+1] | 


= min 


р? (2v + 1)?" 
-1 
p CK + 1| | 


>0. 


#(3.2.28) RR ARIZ. 
BR, Pa, (г) FERRE 2n 的 多 项 式 , 对 次 数 低 


的 ,它们 是 


Tada- ay, 


Palt) = = 


P.(t) = 360 ta ru r) G БЛ, 
其 中 SSK. 
EJE 1 是 具有 16 个 结 点 由 P(7) 诱 导出 的 和 (7) 的 图 形 .图 
JÉ 2 对 应 于 K; = 32. 它们 均 表 明 ó, 有 很 好 的 局部 人 性质 .图 形 3 和 
图 形 4 是 对 应 于 小 波 函 数 的 图 形 . 它们 也 具有 很 好 的 局 部 性 质 . 
EDE 5 和 图 形 6 分 别 是 具有 16 绪 点 和 32 BA P(E 
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0.5 0.5 
0.0 0.0 
4 一 和 .5 
1.0 -1.0 
ü x 2л 0 T 2л 
HJE 1 МЖ 2 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 1.0 
0.5 -0.5 
10 -10 
0 д 2r 0 д 2r 
FAG 3 HÆ 4 
10 LÜ 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
“0,5 0.5 
-1.0 10 
0 л 2n 0 п 2л 
PAVE 5 图 形 6 


出 的 尺度 函数 的 图 形 .图 形 7 和 图 形 8 分 别 是 对 应 于 小 波 的 图 形 . 
图 形 9 和 图 形 10 分 别 是 具有 16 结 点 和 32 结 点 由 P(t) 
导出 的 $, M 2: 的 图 形 . 图 形 11 和 图 形 12 分 别 是 对 应 于 小 波 
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Ж 9 图 形 10 
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0 x 27 0 т 2x 
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上 4 和 L s 的 图 形 ， 

图 形 13 MEDE 14 分 别 是 具有 16 结 点 和 32 A PA 
导出 的 Fa A #5 的 图 形 . 图 形 15 和 图 形 16 分 别 是 对 应 于 小 波 
L 和 上 工 5 Ж. 


100 100 
50 50 
0 Ü 
—50 —50 
-100 -100 
0 т 2r 0 x 2n 
图 形 13 图 形 14 
100 100 
50 50 
0 Ü 
—50 —50 
-100 一 100 
0 x 2r 0 л 2л 
PATE 15 图 形 16 
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第 四 章 ”第 二 类 积分 方程 的 拟 小 波 算法 
84.1 4l 


Tit 


我 们 试图 求解 下 述 积分 方程 
u(x) = [Tuy hale — y)log 2sin 2 
+ b(x.y)dy+ а(х), х € [0,27], (4.1.1) 


其 中 
a(t) = ag + ai(t)sin? >, (4.1.2) 


ao 为 一 个 常数 ,5(z ,y) 是 一 个 连续 函数 ,并 且 对 每 个 变量 都 是 周 
期 为 2r 的 周期 函数 ,atf(z) 和 g(z) 是 连续 周期 函数 . 这 个 方程 来 
源 于 二 维 Helmholtz 方程 的 外 边 值 问题 (参考 [38],[41],[42]， 
[40],[531). 同 时 , 共 形 映照 问题 也 可 导出 这 个 方程 ,而 共 形 映照 
的 用 途 现 在 越 来 越 多 ( 见 [48]). 

近年 来 , Helmholtz 方程 及 其 数值 解法 吸引 了 很 多 科学 家 ,发 
表 了 大 量 的 论文 其 中 相当 一 部 分 的 这 类 积分 方程 数值 解法 讨论 了 
Galerkin iE , 配 轿 法 和 类 配置 法 的 应 用 及 其 误差 分 析 。 有 关 详 
细 资 料 , 请 参考 [42],[52],[38] 以 及 相关 文献 ， 

小 波 本 来 主要 用 于 信号 和 图 像 处 理 ,现在 已 被 用 于 求解 微分 
方程 (网 [30],[37]) 和 积分 方程 (参考 [32],[46],[31]). 最近, 由 
Z.Chen,C. Micchelli AI Y. Xu( 见 [33]) 提 出 了 一 种 新 方法 ,他 们 利 
用 Petrov-Galerkin 方法 结合 小 波 对 一 类 积分 方程 进行 求解 ,计算 
复杂 度 为 O(NlogN), 其 中 N 为 未 知 量 的 个 数 .而 在 137] 中 , 作 
者 提出 了 一 种 求解 Helmholtz 方程 和 Laplace 方程 的 多 尺度 算法 ， 
FREH O(N (logN)*)(6 之 0). 以 上 方法 有 一 个 共同 点 ;就 是 在 
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用 小 波 基 对 方程 进行 离散 化 后 ,所 得 的 刚度 矩阵 (stffness matrix) 
能 够 近似 为 拟 对 角 和 矩阵 ,从 而 可 以 找到 一 种 快速 算法 .在 这 一 章 
中 ,我 们 采用 网 期 小 波 ( 见 [6],[10],[50]) 求 解 方程 (4.1.1). 由 于 
结合 了 周期 拟 小 该 .离散 Fourier 变换 和 祥 条 ,使 得 刚度 矩阵 的 奇 
异 部 分 能 够 对 角 化 . 与 截断 刚度 矩阵 的 做 法 不 同 的 是 ,我们 采用 了 
一 种 新 的 方法 来 求解 所 得 到 的 线性 方程 组 ,为 了 得 到 快速 算法 ,我 
们 还 吸收 了 多 尺度 策略 (Multiresolution Strategy, Й,[ 31]). —1 3 
于 这 个 思路 的 算法 已 经 在 [35] 中 提出 ,但 其 复杂 度 为 O(N?) ,并 
不 理想 ,我 们 希望 尽 可 能 地 改进 这 个 算法 .本 章 将 提出 一 个 新 的 算 
法 来 求解 该 积分 方程 ,而 复杂 度 仅 为 O(NlogN) ,如 果 刚 性 矩阵 
已 经 算 好 , 则 求解 方程 组 的 复杂 度 为 D(N). 同 时 ,由 于 周期 拟 小 
波 是 基于 B- 样 条 的 ,从 而 使 得 Galerkin MHA SMA HU 
ЖЖ. 


84.2 周期 拟 小 波 


A nezl МАК, К >л + 1 是 一 个 整数 ,h RAER 
BW. Т: = Kh,h = T/K(m), Ж К(т) =2"K. BR yri hi 


ы, + 
定义 为 y= (0 Jin 


这 样 ,我 们 可 以 定义 B- 样 条 如 下 : 
Вх.) C D OY rasl > у)" 
Le, n+l _ m _ н 
= wig, 2 o k jc у Bande» (421) 
A A А іс ККЕ ICN 5, (hw) ,其 中 An 为 步 
K. 
现在 我 们 在 S, (ha PE XA BR. S. (h, ): = 
© „(А OTD -iI ERA, Gt An ЕДК n 的 
多 项 式 ,j=0,1,…,K(m) -1;fEC" (0,Tl: T= К(т)А,, 
SOMO = SO(T),i=0,1, n 11. 
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MAR, S,(h,,) 中 的 每 个 函数 都 能 自然 地 周期 延 拓 到 实数 轴 
上 .我 们 把 5, Orn) HATA A 3⁄8 ЯЙ SET А т 27У 


S n) BREE. BRE S (А) ES, (hy, HER ILO, TIER 


PR ENS, Cay) = IFI) Є 8, Cin) r € (0, Т1; f(z) = 
К-Т), cE (eT Get 1 T] ve 7}. 

由 已 知 的 结论 知 , S. (h. HERAN К(т) (参考 [47]). 这 
样 ,我 们 需要 找 出 构成 © „(л „ЖЕН KCm) 个 函数 . 


Xt cE (0,7), ERB (x, hm): = B (x, hn) + B „убт, 
hy, JF S,(h,), j 一 一 nos K (m) 一 n 1, 其 中 ng 一 


1+ z]. 

由 此 ,我 们 容易 证 明 下 面 的 结论 . ， 

ER 4.2.1 РЕЖ Ж#Н (rhm) Й S. (h, ) 的 一 
DE. 

/.g8E12(T) 的 内 积 定义 为 (jg) := 于 | fz) BUz)dx . 


4 BM Cr shy) = SJB (z= vT ,h,) . BAI, B H Fourier 级 数 是 
| v€ Z 


. ۴ in |"! | 
BolT hm) = (KOm))" У) [е ) exp (ZF). 
ІЄ Е іт 
(4.2.2) 


Ж MAKE E] V,: = S, an). RES ROSE EI FRA A Ш 
下 结 i 
性 质 4.2.2 Xt m0, ¬ n SSK (m)—-1- no, HK 


BY (rsh, ) 满 足下 面 的 双 尺 度 方程 
— ngil — س‎ 
Bc Au) = DJ fas Bj Erha) 04.2.3) 
“a l 
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112+t 
z; , y= ngo- nyu not 1, 
fas 542" (tot 1-4 


0, я. 
(4.2.4) 
MIE 4.2.2, 0 
Via C Vaman- (4.2.5) 


tı F2 IF У, E Ll0, T] 中 是 稠密 的 (参考 [47]， 
pp307) ,因此 


U Va = [:,[0,7] (4.2.6) 
m 20 
定义 函数 A"'(2) 如 下 
| D-1 А 
Ай (х) := С? Ў exp(2nily/K(j)) BG (z = 1,), 
7.0 
(4.2.7) 
其 中 
. я 1 
с = + 25) 1,cos(Avh;) | 2 А 
4-1 (4.2.8) 
n= BY AA). By GL) Є Sani). 
函数 Л" (с) HY Fourier 级 数 为 
n+l 
An" (a) _ с””(К(жт))"'! 2) sin Kn) 
EZ | (y + AK(m))r 
x ы! (4.2.9) 


从 АТ" (x) AY Fourier 展开 可 得 如 下 结论 ， 


引 理 4.2.1 BARIA” (x) КО 1 是 空间 У, S aln) 
的 一 个 标准 正 交大 , 即 
(А (2) AL (a) = By, (4.2.10) 
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其 中 Ov). K(m) - 1. 
我 们 还 可 以 得 到 A””(xz) 的 双 尺 度 方程 .其 结果 为 
定理 4.2.1 A (z Wie FARENE: 
AN" (x) = a” mt an mdr) + Б" w+1A A (а), 
(4.2.11) 
Жа” LB ye, 


n+l 
a= С (cos FED) ИС", (4.2.12) 


v v K(m + 1) 
neat) aN hi . vit at meth 
b> = G (sin eee) БС ny? (4.2.13) 


这 里 ORK (Om) - 1, ВФ Cr" 如 (4.2.8) 式 所 定义 、 
ЖЕН 由 (4.2.7) 式 和 (4.2.,3) 式 ,我 们 有 


K{m)--1 


А) СС" У! exp(2nily/K(m)) B "(x — ims Rm) 


fat 
K(mn)— i 


=o >) exp(2nily/K (m)) 


1-0 


луі] 


х 2J fra Bg la = (k + 20) һыу): 


г. 


再 由 (4.2.7) 式 可 得 


Bia —(k+21)A, 41) 


Кош!) 1 


_ ҳл = Arik +208) namiri; _ 
~ Par: dnexp| K(m +1) A, (x), 
jh 4 = 1 C ”天 (下 二 1) 将 上 式 代 人 前 式 得 到 
Kim) | atl 
А" (Cr) =: eee 5 expl 2ni» /K (im )) N nee 


i. he An 


Kaw 1 : 
`. МЛ f= Zril k + 21 narm 1 
асти 
н 
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К(т)-1 
注意 到 当 y=y mod K(m) 时 ， > exp(2ril( — v)/K(m)) = 
K(m) ,其 他 为 0, 所 以 交换 前 式 的 求 和 次 序 得 到 


aytl 


А" (хт) =K(m)Cr” > РС exp (FD jaar mtl( 7 ) 


+ K{n)o™ У! fanexp 
fz ry 


— 2nik(v + K(m)) 
K(m +1) 
X dikim A укы) (T). 
利用 (4.2.4) 式 ,直接 计算 得 到 
APM A) БУЧА) 
下 面 ,我 们 将 要 定义 一 些 和 A" ЖА] ДУ ТРА ЖС, DK BE РЕ ЖО, 
O 令 
(a) := 6" дтн) _ aA (z), 
(4.2.14) 
y =0, Km) -1. 这 些 函 数 有 如 下 件 质 : 
(D.D) = dn OS viy S Кот) ¬ (4.2.15) 


ЮС" € Van, 0б» Kn) - 1, (4.2.16) 
(DA) = 0, OSM... К(т) ~1. 
(4.2.17) 
设 
Wp := Ѕрап| р?” ly = 0,“,Kim) 11, 
(4.2.18) 


则 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 . 
定理 4.2.2 BARIDU EC” ' 是 空间 W 的 一 个 标准 
正 交 基 , 并 且 = У„© УУ. 
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我 们 称 ЭЖ ЛУК father quasi-wavelet) ; pr" U) FF 
母 拟 小 波 (mother quasi-wavelet). 我 们 之 所 以 在 小 波 之 前 加 上 
“ 拟 ” 字 ,是 因为 这 类 小 波 不 同 于 传统 的 小 波 . 


i# Po, Qn 是 分 别 由 ;[0,T] 映 射 到 У, AW, 上 的 正 交 投 


的 


ж 
Ф 


a" := (FAY, В" = (07). (4.2.19) 
那么 我 们 有 如 下 结论 ， 

定理 4.2.3 ”由 (4.2.19) 式 定义 的 系数 1a”} 和 | ”1 ,我 们 可 
以 得 到 如 下 分 解 公式 : 


зау" +". (2.00) 
g7 = a gmt s (4.2.21) 
而 重 移 公 式 则 是 : 
а" _ атт" + Beng”, (4.2.22) 
ha OT =a, (4223 


HP v=0,---,K(m)-1. 

记 a": = (ao sakim) 58" = 《86 Bom) =1 ) ,其 
中 记号 (并 表示 符 阵 (…) 的 转 置 ,为 了 氢 述 方便 ,我 们 采用 下 面 的 
ws: 


定义 
п.т т, т 
а, 0 А 0 
0 n,m 0 b7 m 
W, : н.т И т 
b” ©0 aw” 0 
0 om” 0-а” 


那么 W, Кт) x Km LE. Bid W,, = (wua J ВНЖ 
КУ Ca tl,v + 1) 处 的 元 素 为 w,,,. 我 们 可 以 写 出 矩阵 W, 
IF Xt OS pe < Km -1),4 


п.т 
2 5 v= f, 
Dar = Б", v= уи + К (зп 一 1), 
0, 其 他 ， 


以 及 


р, me v= џи, 
Ot Km—Vav = 1 一 a”, у— ew + Kim 一 1), 


lo, RMB. 
MUA beat УЯН, ЖЕ W, 非 零 元 素 的 个 数 不 超过 2K Cm). 
将 矩阵 W, 的 上 半 部 分 记 为 L, ,下 半 部 分 记 为 H,, Вр 
Lin 
W. ` H ` 
那么 公式 (4.2.20)7 和 (4.2.21) 可 改写 为 


a” = PQ) mil (4 2 25) 
ip Н +1 ` T 

同样 , (4.2.22) 式 和 {4.2.23) 式 等 价 于 
"М = = (Lye (4.2.26) 


СВИТАТА kx IHRE yr Г FH) 
5198422 CORP MAAR : 


pe [ar |< E). v = O0,7-,K(m) – 1. 
(4.2.27) 
证 明 > 
Е, = Di exp(2milv/K(m)) BZ ''UKOn),h,,). 
| (4.2.28) 


那么 从 (4.2.8) 式 可 得 ,对 v=0,1,……,K(m) 1,0" = | E|? 
成 立 . 
现在 我 们 估计 . |E, | f FBI" (IK (j), hj) 之 0, 因 此 从 
(4.2.28) 式 可 得 
К(т}-1 аз 
лух | E,| < | Ey| = > Bg CK(m) htm) = 1. 


üs 


对 于 下 界 ,我 们 将 上 ,改写 成 男 一 种 形式 : 


ante 
‚ил 
E, = К(т "2 У) “N K(m) | 


AEZ fy + AK Car) ) x 
‚у 23+2 2 dnt? 
= Km) 2 “п Kn) >(4] . 
vit 


定理 证 毕 . 

在 下 面 的 定理 中 ,我 们 估计 了 误差 (ff 一 Pf 了) 人 A. 

定理 4.2.4 任 给 fFEC*[0,T]， 

| (f 一 Pf) ll „ & ACH sat a ( th, | , 
其 中 Aln, OET n Als 的 常数 ,w 是 周期 连续 模 . 

定理 4.2.5 Ір, < oo , 则 存在 一 个 常数 B(n,s,p， 
q) 使 得 对 任 给 f€ 1Л О, T], 


, _ lil 
IF P.) |, Ва, зр) pol fr [Le 


(4.2.29) 
上 述 两 个 定理 的 证 明 可 采用 由 C. де Boor M С. J. Fix 7Е[ 33] 
中 采用 的 拟 插 值 算 子 方法 证 明 ,证 明 并 不 复杂 ,这 里 我 们 省 略 它 ， 
众所周知 ,B- 样 条 能 够 很 好 的 逼近 光滑 函数 ,但 遗憾 的 是 ,我 
们 所 考 弄 的 核 晃 数 不 是 这 样 .我们 需要 为 这 个 核 顺 数 建立 单独 的 


通 近 属 计 .下 面 的 定理 就 给 出 了 关于 郑 数 log 在 空间 Vy 
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2sin > 


PERGE. B PR ATT EAL E EL E ОЖ TERETE ИЕ 
的 误差 估计 中 使 用 ， 


定理 4.2.6 令 flr) = -2log 


asin Z| ,那么 
. 1 
П Paf ly, < Cih: (4.2.30) 


其 中 C, 是 不 依赖 于 m 的 一 个 常数 . 
证 明 由 函数 A" 的 定义 可 以 得 到 


| vr n+l 
sin K(m) | 


А?" (x) = СКОт))" >, 


EZ | (y+ AK Cm) ) x 
x expli(y + АК(т)) x). (4.2.31) 
另外 ,我 们 还 有 
. 1 1 ü 
) = . 4.2.32 
fex) oan TAT" ( ) 
因此 
ил ntl 
(f. A) =C'"(K(m))" >) SK (Um) | 
rEZ | (y + AK( m ))m 
l (4.2.33) 


X, +2KOm)' 
利用 (4.2. 12) 式 .(4.2.13) 式 及 不 等 式 | sn(z)| 委 |z| ,我 们 很 容 
易 看 出 ,对 任 给 0<j<Klm), 有 


nmtl K Ti} — Ы 
|a" |< C, Кот) т). (4.2.34) 
nomtl y 
从 (4.2.27) 式 和 (4.2.33) 式 ,经 过 直接 计算 可 得 
mn. pir 1 8 1 | п+2 M` 1 
A, |< Cl; + (K(m)) ores O AR ayy 
< Cs 1. (4.2.36) 


类 似 地 ,我 们 有 
. 164 . 


. H, m +] 
Ан) |S C, у (4.2.37) 
由 于 

nat пн д" mt+l ДУЛ H. +1 
(f. D ` d= (f, b, a, AKO) 
— E mp A” mily _ a (f АЛУДЫ?» 
所 以 
ЧКИ А 4 1 _ 

KED, |< C ктт): (4.2.38) 
值得 注意 的 是, 七 式 对 j =0 也 是 正确 的 ,这 一 点 加 以 直接 计算 得 
Ж. 


这 样 ,我 们 有 有 
‚кил n.12 
|= p. 12= >, >, 10| 
{эт v 0 
an K; .1 
= 2001 g SC Kim)’ 


f+] 


其 中 C Cy 都 是 依赖 于 vy Om 的 常数 .证 毕 . 
84.3 求解 积分 方程 的 拟 小 波 算法 


4.3.1 离散 化 :投影 到 У, 


从 这 一 节 开 始 ,我 们 开始 讨论 求解 方程 (4.1.1) 的 方法 ,将 
(4.1.1) 式 改写 为 算 子 方式 : 

и = Tu + g. (4.3.1) 

求 积 分 方程 数值 解 ,首先 是 要 对 方程 进行 离散 化 ,得 到 一 个 线 

性 方程 组 ,然后 才 对 线性 方程 组 进行 求解 . Galerkin 逼近 是 常用 的 

方法 . 令 Р,, 是 由 六 [0,2m] 到 у, 上 的 投影 算 子 ,那么 下 面 的 新 方 
程 是 方程 (4.3.1) 的 一 个 逼近 : 

йш = P, Tu, + Р.к, (4.3.2) 
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其 中 41 € v, ЕЛЫ 
FLAY } М: V, 的 一 个 标准 正 交 基 , 所 以 可 得 


Күт 1 Km 


и„ = > tA te т, Pig = _ oir g ma m (4.3.3) 


s A рей 


将 (4.3. эла 3. DRH 


= 5 ваги (Oj < K(m) —- 1), (4.3.4) 


其 中 
pm = (TAP Ат”), (4.3.5) 
那么 ,我 们 现在 的 任务 是 求解 方程 组 (4.3.4). 记 
A(x ~ y) := а(х — y)log asin 22|. (4.3.6) 
MOS, kK m) ÆN 
el = E [ole = Ar” O) 4F dady, 
ип 1 (2 f2r nym; AM ч 
f= Рс yang) АГ” Gardy. 
那么 


an f2n — 
PaT A (Ila = y) + #(т,у))А, Cy) АГ" (a )dedy 


=e. е (O< j,k < К(т) ~1). (4.3.7) 

为 简便 起 见 ,我 们 采用 另外 的 记号 . 记 

Е" := (е), F" := (fs). 
=(s"), g” := (07), (4.3.8) 
其 中 0<j ,ESK (Cm) 一 1. 也 就 是 说 ,E”* MF" FE K(m) x K(m) 
矩阵 , Fg” 则 是 长 度 为 K(m) 的 列 向 量 .采用 上 述 记号 ,可 知 
人 

m = (Е + "уу" + g". (4.3.9) 
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4.3.2 线性 方程 组 的 分 区 

在 进一步 阅 述 算法 之 前 ,我 们 先 分 析 一 下 矩阵 E" 的 性 质 .这 
就 是 下 面 的 结论 ,其 证 明 并 不 复杂 ,详细 证 明 可 参考 文献 [35] ,这 
里 我 们 只 给 出 一 个 简要 的 证 明 . 

定理 4.3.2.1 


К" = diag eggs em) -1.KCn)-1 (4.3.10) 
证 明 ix 
An" (а) = с” 2 ык)" Кт) 
8(7) 一 > руе“, 
EZ 
其 中 前 式 可 由 A1'” 的 定义 直接 证 明 . 这样 ,我 们 有 
H г) Oly = DAF (OA "(y)d:dy 


"Ыл 


2. С" wi 3 `x ` 
~ “н СС, > = P < 2 ea K( m) Чед, Kim) O 
1° 
х OF pra, Kim) Ôk, vta KC) 


Fr 


(2x (си)? 2) Pp aK) | Ft AKC) : DON = Cd 


定 埋 得 证 . 
$ Wp 如 (4.2.24) 式 所 定义 ,由 前 面 的 结论 可 以 得 到 
WW = HH, + LL = L, (4.3.11) 
以 及 
HH =1, Lgl = ls (4.3.12) 


其 中 I, JE K(m) x К(т) АУ. 
用 OW, ВЕНЕР (4.3.9) I PP PTE: 


L, s" 一 L. (Em + к" уу" + Lng” 
= 1,„(Е" + Е)" 


п 
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r Ly CE" + Е") НЕН" + Lmg, (4.3.13) 


以 及 
Н," = Hp ( E” + F”) L Lms” 
+ Hp (E” + Е")НЇ Н” + Hpg”. (4.3.14) 
记 
Быз” = saa Has” = Ф д (4.3.15) 
beg =й, Hag" = ga Е (4.3.16) 


L,E"L = ET", 1„Е"НТ = Eq’, (4.3.17) 
HEMEL = Е", Н,Е"НТ = ET, (4.3.18) 
„РТ = Ет, LEH = Fy, (4.3.19) 
НК" = FU 1, Н,Е"НТ = Fo (4.3.20) 
那么 线性 方程 组 (4.3.13) 式 和 (4.3.14) 式 可 以 用 上 述 记 号 改写 为 
= (Ep + FR) 


m-L Sn- t 
+ (For l4 Ea jd” te", (4.3.21) 
а" = (Ey + Е)", 


Еи Jam + g1. (4.3.22) 


4.3.3 近似 多 尺度 策略 
我 们 希望 采用 多 尺度 策略 (Multiscale Strategyf31]) 的 思想 来 
求解 方程 (4.3.9). 其 思路 如 下 : 如 果 我 们 从 方程 组 (4.3.21) 式 和 


(4.3.22) 式 中 解 出 s*_| 和 dd. |, 那 么 方程 组 (4.3.9) 式 的 解 可 用 
公式 (4.2.22) 和 (4.2.23) 重 构 得 到 . 多 尺度 策略 的 思想 是 从 方程 
组 (4.3.22) 式 解 出 d .| ,也 就 是 说 ,将 А, 5 _ 1 表示 出 来 , 然 
后 将 dT 代入 (4.3.21) 式 .这 样 ,只 需 从 (4.3.21) 式 解 出 5 180 
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可 .这 时 ,方程 组 (4.3.21) 的 未 知 数 的 个 数 只 有 方程 组 (4.3.9) 的 
未 知 数 个 数 的 一 六, 计算 量 大 为 减少 .但 遗憾 的 是 ,做 到 这 一 点 很 
HE RHEE FF “可 能 是 一 个 稠密 矩阵 ,这 样 我 们 很 难 快 速 精确 
求解 .我 们 注意 到 函数 5(z,y) 是 光滑 的 , Р ETE m 很 大 时 
可 以 非常 小 .因此 尽管 我 们 不 能 精确 解 出 4”_| ,但 我 们 可 以 求 出 
一 个 近似 解 来 代 棕 .根据 这 个 思路 ,将 ET а" (4.3.22) 


m-i 
的 左边 ,然后 两 边 同 时 乘 以 y" :=(1-Е ) 得 到 
da-i = YB + Fo sa + "Ет а" + yg, 
(4.3.23) 
这 里 我 们 假设 y*-! 在 m 较 大 时 都 存在 .将 (4. 3. 23) 式 代 人 
(4.3.21) 式 的 Е" 'а" 中 ,可 以 得 到 
5-1 = [(E + EQ YE) + Fo 15" 
„(Еу eg Fer) 
r (Eg Fy Sm- t Fo da-i 
r E IF ал). (4.3.24( 
我 们 已 经 知道 ,所 有 和 矩阵 E ИАА E TF HOTA EBE F ` 都 可 
能 是 稠密 的 .如果 我 们 想 避 免 稠 密 矩 阵 的 乘积 ,就 必须 用 一 些 技巧 
来 处 理 . 上 面 提 到 ,因为 b(z,y) 是 光滑 的 ,而 样 条 对 光滑 函数 的 
逼近 是 多 项 式 阶 的 ,所 以 矩阵 FF A FT 的 模 非 常 小 . 实 
际 上 ,我 们 将 在 第 四 节 中 证 明 当 э 趋向 无 穷 时 ,矩阵 FF 
AT RAAT А" ,其 中 > 是 函数 5(z,y) 的 光滑 度 .但 是 ， 
E Ey A ET 的 模 仅仅 具有 阶 h， .因此 ,在 一 定 条 件 下 ( 见 
定理 4.5.1) ,我 们 可 以 忽略 所 有 阶 为 a’ 的 项 ,但 这 并 不 影响 近似 
AE OEE BY 
我 们 注意 到 ,(4.3.24) 式 最 后 三 项 都 含有 一 个 模 较 小 的 因子 ， 
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{1 


下 :将 (4.3.24) 式 改 与 为 


э" = ( È” + Frnt) | + an + F 
(4.3.25) 
其 中 
TY rl ~al ,ml pol 
Bet = prety Ee tye Em, (4.3.26) 
Fm-] _ peal 
Fel = Fy, (4.3.27) 
m-i A] mt уі m нип 
¢" = Ey Y Fe saat Ку dao 
wet Vo] pvit- | үт 
ppm gm, (4.3.28( 
ea! — ga 十 ЕР y рт. (4.3.29) 


我 们 后 而 将 证 明 о" “的 模 的 确 是 一 个 很 小 的 量 . 因此 ,我 们 
只 需要 从 下 面 的 方程 中 解 出 Т” С! 
поті = (FE! + F”) yml + gz. (4.3.30) 


4.3.4 算法 


ER Ep, REHE 3™ TF sS ЗЕ SRD ERT 

可 以 看 出 方程 (4.3.30) 的 未 知 数 的 个 数 只 有 方程 (4, 3. 9) ЖАЯ 

个 数 的 一 半 . 并 月 ,如 果 我 们 求解 出 ç” ,那么 我 们 只 需要 再 求 

FEHR 4” HM А ”. 运用 同样 的 手法 , 从 方程 

《4.3.21) 和 (4,.3.23) 可 知 ,cd .的 值 可 以 用 下 面 方程 的 解 来 近 
1: 

dm l= ym !Е pal a 《4.3.31) 


这 同样 是 因为 aL Ел, ! 的 模 非常 小 . 
我 们 还 注意 到 (4.3. 30) 式 的 形式 和 (4.3.9) 式 的 形式 完全 相 
同 ,所 以 上 面 的 处 理 方法 可 以 反复 使 用 .可 以 看 出 , 待 求 未 知 量 的 
个 数 逐 次 减 半 . 然 而 ,我 们 不 可 能 将 此 过 程 一 下 进行 到 底 , 以 至 于 
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最 后 求解 一 个 标量 方程 .这 是 因为 随 着 过 程 的 一 步 步 深 人 ,方程 的 
解 和 真实 解 的 误差 也 逐渐 增 大 . 为 了 保证 近似 解 的 逼近 度 ,我 们 将 
在 某 一 个 层次 上 就 停止 了 土 述 近 似 的 过 程 ,这 个 层次 我 们 记 为 
加 |. 以 上 就 是 该 算法 的 主要 思路 .在 详细 描述 该 算法 之 前 ,我 们 需 
要 引入 一 些 记号 以 便于 阑 述 . 
对 于 &< т, 5 T 是 下 面 方程 的 真 解 

5% = (Et + Fey st + gt. (4.3.32) 
定义 oh L Sit BAM. 3.25) ПИТ т, HI 
是 方程 


gpl (4.3.33) 
其 中 Е | 
Et- Ft + Et JE, Fe Ё, (4.3.34) 
u 00 “0i 10° oo? 2. 
ут =} k+l gk ak k+l] =Ë —E+1 
= ЕЁ, + By YF 4, + Fo 4, 
: (4.3.35) 
以 及 
w= B+ EaR (4.3.36) 
在 这 里 ,与 (4.3.15) 式 一 (4.3.20) 式 类 似 , 我 们 使 用 如 下 记号 ; 
# =L. gt, =H ze, (4.3.37) 
Reap. ЕТ, Ёё =L EH, , (4.3.38) 
00 | k+t | H ktt 


Вен Ё, Ef SH Ett Hs (4.3.39) 
T 


Ты, Fe = Lern FP HE, (4.3.40) 


Fe =Le FFL 


Fh =H FLT, FA FH (4.3.41) 


y=(I- ED). (4.3.42) 
使 用 上 述 记 号 ,我 们 有 : 
F” = К", (4.3.43) 


另外 ,我 们 还 记 E” = p", Fm = FT, у" = g, g” = g” В 
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ft = YEN s + урт, (4.3.44) 


其 中 
gta 17501 + Hi di", (4.3.45) 
4k=m 时 ,我 们 定义 s= 全 ,与 (4.3.31) 类 似 ,我 们 定义 
dt = YER Ft + PF. (4.3.46) 


ЯРА ПИТ S RITARA FAA: 

算法 : 

HRL TRE’ POM я” (BR(4.3.8)R) ИН m 充分 
大 .对 m Kk < т, (4.3.34) ~ (4.3.41) RH E, Е, 
xi, g M EF ,其 中 /代表 00,01,10 Al 11 中 的 任意 一 个 . 


902 对 上 = тж РЕМЕНЬ 
gt = (Et + Ft)st+ gt. (4.3.47) 
这 里 ,我 们 可 以 使 用 如 高 斯 消去 法 等 算法 ， 
Жаз 利用 (4.3.44) 式 计算 d* AY k= m 时 , s* = 


oF. 


步骤 4 重 构 ,( 3*,Q*)-> 5! ,这 里 使 用 (4.3.45), 即 
gt = LT si + Hí, d. (4.3.48) 
£ k+1—Ë. | 
GPRS 转 到 步骤 3 直至 =m. 
当 我 们 完成 上 述 步骤 后 ,我们 可 以 使 用 (4. 3. 3) 式 来 计算 
(4.3.2) 式 的 近似 解 ,其 中 在 (4.3.3) 式 中 用 s": =( 32) 来 代替 
3”*, 即 我 们 用 下 式 计算 近似 解 и„: 


К(т)-1 


£, = 2, ЕТА" (х). (4.3.49) 


4.3.5 计算 复 染 度 分 析 


对 于 算法 的 步骤 工 ,我 们 可 以 利用 熟知 的 算法 .可 以 看 出 其 计 
算 复杂 度 为 O(K (m )logK (n) + OCK (my )?log( K (mi))), Ж 
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中 第 二 部 分 是 计算 РНЕ. 
在 第 mi 屋 , 可 以 使 用 包括 高 斯 消去 法 在 内 的 任何 求解 算法 解 
方程 组 (4.3.47), 这 样 算法 复杂 度 为 OK p) OCK). 
步骤 3 计算 d 的 计算 量 是 O(K(&k)), 这 是 因为 矩阵 Et 是 
ХР E BE. 同样 , 我 们 在 步骤 4 中 计算 5*:! 的 复杂 度 为 
O(K(k)). ASR 3 到 步骤 5, 将 所 有 的 计算 量 加 在 一 起 ,我 们 会 
发 现 总 共 需 要 OK (wm )) 次 代数 计算 . 这样, 整个 算法 的 计算 复 


杂 度 为 
O(K(m)im™) + O(K(mi)log( K(m1))) 


+ O(K(m)log(K(m))). 
为 了 使 复杂 度 尽 可 能 的 降低 ,只 要 m = | A | 就 可 以 了 ,其 中 
[z] 表 示 z 的 整数 部 分 . 事实 上 , 后 面 我 们 将 证 明 mi = 
| 7? | 也 能 够 保证 近似 解 的 逼近 阶 . 因此 ,我 们 就 证 明了 算法 的 
计算 复杂 度 是 OCK(m)log(K(m))). 归 纳 为 下 面 的 定理 . 
定理 4.3.5.1 = [A | 时 ,算法 的 计算 复杂 度 为 
O(K(m)log(K(m))). 


$4.4 Galerkin НЭ 
在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 方程 (4.3.2) 的 解 和 方程 (4.3.1) 的 
解 之 间 的 误差 ,为 此 ,我 们 引用 文献 [47] 的 一 个 引 理 .这 里 使 用 的 
RL- BH, MAE fE 上 ,([0,2r] x [0,2x]) ,那么 的 范 数 为 
._ 1 [z 2r 
Пя: сау) ards. 
38 4.4.1 ЖУЄС [0,2] х[0,2к]) (<и), FF n Æ 


B- 样 条 函数 的 次 数 , f, 是 六 向 OV, 上 的 正 交 投影 ,那么 我 们 
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| WS - fall < On, | (4.4.1) 
其 中 C 为 一 个 常数 . 
类 似 总 ,我 们 有 如 下 引 理 .， 


引 理 4.4.2 Xf uE CLO, aSa), $ 


2x i _ Р . 
(Tiu)(r) := j а(х — y)log 2sin 2—7 uly)dy, 
那么 
| Tia ~ PaTyu | < Ch, (4.4.2) 


其 中 C 是 一 个 依赖 于 2 的 绝对 常数 . 
EA TË anly A ulr- у) р VV, 上 的 正 交 
投影 ,也 就 是 说 ， 
(х,у) = 2лиўА;, (z) А, бу), 


其 中 a, = L "се - у) А" (х)А"(у)іхду. WART 
An?Ja o 


有 
lI Tye = PT | < 


2x 
Лу a(y)log 2sin > (а(-= у) 一 Taly) dy ll. 


| (4.4.3) 
令 а(х,у) = ulz y) ,那么 从 引 理 4.4.1, 我 们 有 
| Туи = P Ti || < C lla Enl < Ch,. 

.定理 4.4.1 Ru, 是 方程 (4.3.2) 的 解 ,x 是 方程 (4.3.1) 
的 解 .我 们 还 假设 I- 荆 有 有 界 逆 及 5E C'([0,2=z1@[0,2x]), 
gE C:'([0,2z]), u€ C*([0,2z]) ,其 中 sSr<n. MBA 

| H 一 thy | < Ch’, 7 (4.4.4) 


这 里 C 是 一 个 与 mm 无 关 的 常数 . 
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证 明 因为 u Mun 分 别 满足 (4.3.1) 式 和 (4.3.2) 式 ,所 以 
我 们 有 

и—и„= Tu = Palun + g — Ре 
Tu — P Tu + P Tu — P,,Tu,, + g – Pug. 
从 文献 [39,pp142] 中 的 定理 10.1 可 知 , 对 充分 大 的 т,1— PaT 
是 可 道 的 ,并且 与 其 道 算 子 有 相 周 的 界 .从 定理 4.2.4, 引 理 4.4.1 
和 引 理 4.4.2. RNA 

[а= uy, ll = (I PAT) LC Tu - Р„Ти) + (g - Prg)] l 
<n, (4.4.5) 

рл ЛИЗ 4.4.1 时 用 到 了 5(x,y) 的 光滑 度 . 定理 获 
iE. 

注 记 4.4.1 

1. LT 有 有 界 道 的 假设 条 件 并 不 强 . 由 于 个 是 一 个 紧 算 子 ， 
RAGE LT 的 零 空 间 为 平凡 的 ,这 个 条 件 能 够 满足 ,例如 ,对 于 
那些 从 Laplace 方程 或 者 共 形 映照 的 构造 问题 转化 来 的 此 种 方 
程 ,上 述 条 件 就 满足 (参见 [42]), 当然 ,如 果 T 算 子 范 数 是 小 于 1 
的 ,那么 该 息 设 自然 成 立 . 

2. 另外 ,对 方程 的 解 и 的 光 懈 庆 的 假设 也 是 合理 的 .采用 文 
献 L51,p592] 中 的 由 许 和 赵 发 展 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 如 果 函 数 
a,b 和 5 是 光滑 的 ,那么 方程 (4.1.1) 的 解 ú 也 是 光滑 的 . 


84.5 误差 分 析 


在 这 一 节 中 ,我们 将 分 析 算 法 中 的 计算 误差 . 令 s” 是 方程 
s” = (Em + Е"уу" + g" (4.5.1) 
的 解 ,其 中 E”, Е" Mg" (4.3.8). 了 ”是 由 (4.3.44) 
式 定义 的 +" 的 近似 解 ， 
我 们 首先 考虑 误差 | > - s" || ,这 里 使 用 的 范 数 是 欧 氏 范 
数 . 从 (4.3.44) 式 和 周期 拟 小 波 变 换 的 正 交 性 可 知 
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ls” — s= 12 || Ls _ رې‎ + н (а"_ _ 4") | 2 
m-l m m-l 


m 
Sa 


- 12+ am — dm 112, 
(4.5.2) 
其 中 2" (4.3.21). FREER it ”一 了” 
为 此 ,我 们 需要 几 个 引 理 . 
引 理 4.5.1 ”在 定理 4.4.1 的 条 件 下 我 们 有 ,对 &=01,10, 
11, 


-1 


ПЕ <M aa, (4.5.3) 
ПЕ & Mya, (4.5.4) 


其 中 M, 和 My AR kh 的 常数 , | A | ARER A 的 范 数 ， 
该 范 数 是 向 量 范 数 为 欧 几 里 德 范 数 所 导出 的 年 阵 范 数 . 

证 明 (4.5.4) 式 从 引 理 4.4.1 很 容易 证 明 . 因 为 我 们 有 如 下 
不 等 式 :对 & =01,10,11, 

Fe о, у) = b-a(z,y)1, 

ЖФ (х,у) blr, yE VOV: БЕЛЕ. 

对 (4.5.3) 式 ,我 们 只 证 对 & =01 该 式 成 立 ,其 他 情况 可 类 似 
证 明 . 

我 们 知道 这 里 的 矩阵 范 数 实 际 上 就 是 矩阵 的 谱 半 径 , 也 就 是 
说 ,对 于 一 个 矩阵 A, 


[All = maxila] |a 是 A 的 特征 值 1 
因此 我 们 有 I Et, ' |< max | Bo (j,i)| 1 .这样 ,我 们 只 需 


合计 | Eg Gia) | .由 (4.3.7) 式 ,我 们 得 到 
下 (人力 = AP C - у)А" (r) Di (y)dzdy 


_ ip ala - y)(ANM x) A (9) 
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т А ka-D {) (z) Ane Ко ua vd rds. (4.5.5) 
FE FIER 4.2.6 的 证 明 方法 ,我 们 可 以 证 明 
rl a (= - yA" (z) А" AM Oddy < Cyt - 


(4.5.6) 


同样 ,对 j= 1,2,…， K(k—1)—i, 


2r (2л — 
|, | alr 一 УАТ. 05) Ак 000424) 


< CR (4.5.7) 


成 立 . 
从 (4.2.32) 式 ,人 4.2.33) 式 ,(4.5.6) 式 和 (4.5.7) 式 ,我 们 可 
知 


= 1) ~ j 1 1 
EONS c E txt (+ кау) 


< С =< М.А. 


0) 
对 于 了 =0, 上 式 同样 成 立 . 引 理 4.5.1 得 证 . 

ЖТ E 4 和 F ,我 们 还 需要 估计 EX al F 产 的 模 , 这 里 & # 
示 01,10,11 中 之 一， 

引 理 4.5.2 ”对 引 理 4.5.1 中 的 常数 M ,假设 有 一 个 充分 大 
的 整数 my 使 得 对 所 有 的 kom, 


M, hy < 0.25. (4.5.8) 
那么 对 mok < m ,我 们 有 
| E$ | <2M,Mh,, (4.5.9) 
| Fy ll < 2MA; (4.5.10( 
其 中 &=01,10,11.i 7*=(1— E J! BARI LB 
xel <2. (4.5.11) 


证 明 这 里 我 们 只 证 明 (4.5.9) 式 当 & = 01 时 的 情况 ,其 他 
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情形 类 似 可 让 .我 们 使 用 归纳 法 证 明之 .对 =m 一 1, 从 (4.3.38) 
式 和 (4.3.41) 式 ,我 们 知道 Ре = ER Ре ри te 
从 引 理 4.5.1 可 知 ,此 结论 已 经 证 明 . 假 设 对 km 一 1 引 理 正 
确 , 我 们 来 考察 上 一 1 的 情况 . 
从 (4.3.38) 式 和 (4.3.34) 式 中 EY 的 定义 ,我 们 有 
| Ён = | Et | 
= || LEH, + LE yt Ë H l. 
H TI L, <I ЖШ ll H, || <! ,所 以 我 们 有 
IE <S WEE, | НЕА yee ЕМ. 
根据 归纳 假设 ， 
| EG |< НЕ | + 8M, h)? 
| < 


T А 


| Leben E H ll + Me he, 


其 中 最 后 -个 不 等 式 是 从 (4.3.38) 式 得 到 .反复 使 用 上 述 不 等 式 . 
我 们 得 到 
I Бъ ii = | Lan Ete Li H; | + Msgs, + M, д, 
= 


T 


T 
r H; | +2M,h, 


„ЕР L 


«ПЕНІ || + 2M,h, < HEG | + 2M ig 
2M, hgg (4.5.12) 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 可 从 引 理 4.5.1 得 到 .因此 ,由 归纳 法 知 ， 
《4.5.9) 式 成 并 .证 毕 . 
在 算法 的 每 一 个 计算 步骤 中 , RNASE 
I- 天 一 天 是 可 道 的 .下 面 一 个 引 理 对 此 作 了 证 明 ， 
引 理 4.5.3 ”假设 了- 开 有 有 界 道 ,因此 存在 一 个 常数 M 和 
一 个 整数 ma EER kEm RRA || I-E- F* | <M. ABA 
Е тз 使 得 对 max] ma, то Sm Sk < m RA 
IG- BF FOGI SM., (4.5.13) 
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其 中 М. AKRI F k Bln 的 常数 ， 
证 明 从 (4.3.34) 式 我 们 得 到 
J EP |= | Ey Ёа thi, E | 
сЁ FOF ТЕ ПУРА й. 
从 引 理 4.5.2, RATA 
| Et- F| < | Eg- Et || + 20M, h)”. 
将 (4.3.38) 式 代入 上 式 得 到 
| E+- E| < Le BLY, = Et || + OM, hea). 
反复 使 用 上 述 技 巧 有 
| Ê* ЕКЙ < | L, Ê Lia E | 
+ 2(2M,h,,1)2 + 2(2M, Ay)? 
< ‖ Les LmE”L - Е + 4(2M, hs) 
< || Ef - EF || + 4(2M,h,)2, 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 基于 这 样 一 个 事实 :根据 我 们 的 定义 有 
E” = E” ,对 maxi m2, mol <А, ПН lim || Et ~ E* || =0. XY 
地 ,我 们 可 以 证 明 lim || F* — F* || =0, 也 就 是 说 ， 
lim | E + Fe BR Е = 0. 
至 此 ,(4.5.13) 式 效 证 .证 毕 . 
我 们 算法 的 想法 是 每 次 扔 掉 一 个 小 项 pt 以 使 得 计算 复杂 度 
得 以 降低 .在 引 理 4.5.5 中 ,我 们 将 证 明 A 确实 是 够 的 小 .在 此 之 
前 ,我 们 还 需要 证 明 引 理 4.5.4. 
SHE 4.5.4 ”对 任 给 т,<ЁЕ< m ,存在 一 个 与 下 无关 的 常数 
Mo 使 得 
I| s* || < Mo (4.5.14) 
当 光 将 度 „220 ВЕЛ. 
证 明 从 (4.3.32) 式 ,(4.3.33) 式 和 引 理 4.5.3, 我 们 可 以 得 
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到 
| 3*| =< t= of + [зу | 
<M. A + sed. 
又 从 (4.3.35) 式 和 引 理 4.5.2, 我 们 有 


J| || (6MM he + DN Fl. 
反复 使 用 上 述 不 等 式 得 到 
I ç# 1 < Ha + 6MMrh YIN 7 ||. 


注意 到 11+ x | sxelzl ,所 以 
| 34 || < exp! Увммуњ| КЛ 


<M, || =" || < M.M. || g” || < Mo, 
Жр 4 A SRE GT ABR lg | <l g | ШЕ. 
从 引 理 4.5.4 和 引 理 4.5.2, 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 . 
引 理 4.5.5 存在 一 个 与 & 和 nm 无 关 的 常数 M, 使 得 
Il & | < M,h/ (4.5.15) 
对 mK k< m EM. 
现在 我 们 可 以 说 明 我 们 的 主要 问题 , 即 估 计算 法 的 误差 . 令 
s 是 线性 方程 组 
s = (Em + FP )s™ + g" (4.5.16) 
的 解 , ”如 (4,.3.45) 式 所 定义 ,其 中 大 = 和 ;那么 我 们 有 


定理 4.5.1 对 m3m; m= 2 „2>235>0, RÎ 
有 


КЕЛЕ (4.5.17) 
其 中 M, 是 一 个 与 mm 无 关 的 常数 。 
证 明 Аз" 和 7” 的 定义 知 ， 
Hs sm] < | = s=" | 1а ad 1. 


· 180 · 


а" Ad” :的 表达 式 代 人 上 面 不 等 式 的 左边 得 


mol 
sm = re i st - s ll 
+ te | sty Fl 
+ f y7 س‎ | Ws + [УЕ а" 1. 
从 引 理 4.5.2, 我 们 有 
[з”— 5" || 


«(1+ 4М,А„ a) Ws, > s" + 8МомуА, _, 
<O +4М, haD sZ Fl +N 1) 
+ 8Mo My hi Е 
将 (4.3.25) 式 和 (4.3.32) 式 代 和 人 上面 不 等 式 的 右边 ,结合 引 理 
4.5.3 得 到 
is | 
<U + 4M, hig (M. || + | et sell) 
+8M M h a-i 
从 引 理 4.5.5, 我 们 得 到 
Is "1 <€ Мол, + (1+4M ya) Et ol. 
采用 归纳 法 ,我 们 可 以 反复 使 用 上 述 不 等 式 得 到 


is” 一 5” | 


ft = at 
- $” | 


-1 m-2 
<M, ©) 0 (1+4М, hi) ) ne + {1 + 4M. hm) am р || 
samy БИП 
1 
<m Ўв 4M, hy ht 


See ARI F1 = Fm 经 过 直接 计算 可 以 得 到 
| 8 — s || < <M he < Mak, <M ) т. 
ж, 我们 可 以 看 出 如 果 7 之 3s JE H m = [PSA], А 
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(4.5.17) 式 是 正确 的 。 证 毕 。 
定义 


因为 * 的 分 量 是 函数 ui 在 空间 Vi 的 基 上 的 展开 系数 ,所 以 
我 们 可 以 得 到 如 下 推论 。 

推论 4.5.1 Ru, 是 算法 得 到 的 近似 解 .对 充分 大 的 m, 
以 及 r23: >0, 存 在 一 个 与 т 无 关 的 常数 M 使 得 

а= a, | < МАА! (4.5.18) 

Жір 4.5.1 

1. 定理 4.5.1 的 条 件 稍 微 有 点 强 ,我 们 希望 能 够 减弱 ， 

2. 众所周知 ,Galerkin 通 近 是 强 收 敛 的 ,虽然 我 们 这 里 只 证 
明了 一 个 简单 的 结果 ,但 这 个 结果 对 算法 是 可 接受 的 ， 
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后 i 


小 波 分 析 是 一 门 新 的 应 用 数学 学 科 . 自从 它 诞生 以 来 ,发 展 之 
迅速 ,应 用 之 广泛 ,是 人 们 始 料 不 及 的 .从 历史 上 讲 , 周 期 小 波 要 晚 
于 直线 上 的 小 波 . 大致 从 20 世纪 90 FARE, WFR BOE Е 
教授 ,新 加 坡 S L Lee 教授 和 德国 G Plonka 教授 等 为 代表 开创 了 
周期 小 波 的 研究 .特别 是 陈 翰 髓 教授 ,他 不 仅 亲 自 参 加 开展 周期 小 
波 的 研究 ,而 且 还 领导 了 一 个 周期 小 波 研究 小 组 . 这 使 得 他 培养 的 
博士 几乎 都 参加 了 这 一 小 波 分 支 的 深入 研究 .我 们 三 人 有 幸 分 别 
于 1994 年 ,1996 年 起 师 从 陈 教授 开始 学 习 和 研究 小 波 . 当然 , 周 
期 小 波 是 我 们 的 几 个 研究 分 支 之 一 . 陈 输 艇 教授 于 2000 年 写 了 一 
本 英文 版 的 有 关 周 期 小 波 的 书 ([1]) ,我 们 希望 写 一 本 中 文 版 的 
书 , 供 大 家 参考 .两 者 在 内 容 上 有 一 定 的 重 琶 . 具体 讲 , 李 登 峰 扎 
写 了 第 一 章 和 第 三 章 的 内 容 ; 彭 思 龙 撰写 了 第 四 章 内 容 ; 庶 秋 辩 撰 
写 了 第 二 章 内 容 .最 后 ,由 李 登 峰 和 彭 思 龙 两 位 道 撰 定稿 . 

著作 中 的 肉 容 几 乎 反映 了 一 维 周期 小 波 领 域 的 重要 和 最 新 研 
究 成 果 . 更 主要 的 是 , 书 中 相当 一 部 分 内 容 是 数学 所 小 波 研 究 小 组 
几 年 来 发 表 的 研究 成 果 . 

在 本 书 完成 之 际 ,我 们 三 人 非常 感谢 导师 陈 得 记 教授 的 长 期 
悉心 指导 和 合作 ,感谢 我 们 各 自 所 在 单位 (河南 大 学 ( 李 登 巍 ) ,中 
国 科学 院 自动 化 研究 所 ( 茧 思 龙 ) ,中 山大 学 ( 谍 秋 辉 ) 同仁 们 的 支 
FF, 90И. 

本 书 的 完成 得 到 了 下 列 基金 的 资助 :国家 自然 科学 基金 ;河南 
省 自然 科学 基金 (NO.211050300); 河 南 省 高 校 青年 骨干 教师 资助 
计划 基金 和 河南 大 学 2002 年 度 自然 科学 基金 (XK01069). 

限于 作者 水 平 ,本 书 一 定 有 不 足 之 处 , 忍 请 同行 和 专家 批评 指 
iE. 
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